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��� ��
��� � ���'
 �
������$ ����� %	�	�
��	# �����
����� ����	�
�� �����	���� ���$
����	&�� 	�	 �����	���� 	 

 ��
��	�� 	�	 

 �
���� 	������� 	 ��
��	�� 	�	 �����
��	$ ���
��
	������� ���	�� ���� ��	 �����
��� �
������������ ����	�
�� � %	�	�
 ��	��
���� ��� �����	�
���� ����� ��	�	���� ����
 �


���
���
 ����
�	�� ����
 ������
���# � �����		 �����	� �����
��� ����
�	� ��
��		� ����

 ������� ��	�	���� ����
�	� 	� �
�������� ��
����� ������$ ���
�
�
��
��� ��	 �
)
�		 ��������� �����
�	�� 	 ����� ��'
� ���� �	���
����� �	�	�
��	$ �����
����	��� ���'
�� 
�� ����'�
�	
 �� ���� ����'	�� ���
�	� ������� ��� ��	���� ����	��� ���	�

�
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�
�

������ ���	��
��� �� �������# ��� �����
���� � �����
���� �������$ %���&		� � 	�
���� 	�
�
� �������'
�		 ��
�� �	)� ��	� ���
����� ����	&�� ��'�� ���
� 	��
�
�	� ������ ����
�	�
������ �����
��� � �����
���� �� �	��� �
�����'�� ������ 

 ����	���� �

� �
��		 �����	���� ��	���� ��
�	������ � ���
����	 ���
����	� ��	���	
 ������# � ��	�&	�
�
 ��

�
��� � ������ �������
��� ��� ��� ��	 	���
�		 ��������$ �
��		 ���	��
�	$ ��� ��	�
�
��� �
�
$�	 �� ��	����# � �
��%	�	�
 �
����
����
���# ���
�
$ � ���
����
����� ��� ��'��
��
���� ����������� � ���	�	����	 �� ����� ����$ 	� �����
���� �� ���
� �
���� �	���
�����
��������� %	�	�
��	$ ����� ����	��� ��� ��� ���� �����
�� ���

 ��
�� ��	���� �	���
����	
�
 �
�	�	��� ������
 ��'�� 	��
�	�� � ����� ����
�	�
��
� � ��� ��� ��� �����
��� �������$
%���&		 ��
��� �����	����� 	�������� ��	�� 	 ���� ���
�	�� ��� ������ � ���� ��

����
� �	 �	�
�	������
 ����
�	
 ��
�
�	� �����	����� 	������� 	�	 ��
��		 ������� ��� ��� ��'
� ����	�����
��� ����� �	���
�	��&	� ��� ��� ����'�
� �
������ ����	�� �	����	���

����'
�� ��� ��	 ���$ �	���
�	��&		 ����	��
� �����	
 ���������� �	�� 	�	 ���	��� ���
�������� ��������	� �����$� ����� �������� %���&	� Ψ(x, t) ���	�	� ������ �� �����	���� x 	
��
�
�	 t � ������
 �� ���� ��%	��	��
�� ����� ����������� � ���	�	������ �� �����	����������
������� x ��'
� ��	�	���� ������ ��� ����
�	�� ���'
� � 	 �� ��� �����
�����
� ������� �����
����	&� ��'
� ��#��	���� ������ � ���# ����	���# �����#� ��'�� �������
�� �� ���� �����$
	���
� ��
�����'	�� ��� � ��)
� �������'
�		 	�

��� ������ ��	� �	� ��� #���
�	� 	�%���
��&		 � �
�����#�'�
�		 ����	&�� ������� � �
$���	�
������	 ��#��	��� ��
��� �� ���
��
 [0, 1] �
����� �� ��	�
� x = 0 
��	 ��� ��#��	��� � �
��$ �����	�
 ����� ���
���� 	 x = 0 � 
��	 � �����$�
��������	� ��
 ���������
����
 %���&		 � |0〉 	 |1〉� �
���� ����� 
�	�	&
 ��	 x = 0 	 ���� ��	
x = 1 � � ������ ��������� ����� �
������ �	�
�� ��� ����� %���&	� Ψ(x) ��'�� 
�	����
����
������� ���	���� � %���
 λ0|0〉 + λ1|1〉�

��� ���	�� � �������	 �����
�����
� �����'
�	� �
�����
����
����� �����
������ ������������ �� ���	�� |0〉, |1〉� ���	 � ���� '
 ��	���� ��	 ���	���

�
����� �������������	 	 
�	�	���$ ��	��� � ��� �����	���� ��� �������� %���&	� 
��� �
����
����
����� �����
������ ������������ � ���
�
���� ��������	�������� ���	���� ����� ����	�
&� �� ���
� �������� ���	����

�
�
�� �� ��'
� �������	�� � %	�	�
���� �����
 ����	��� λ0
	 λ1

� ��
�� �� ���'�� ������
���� ��
�� �
��
���$ ������� �
)
�	� ��������� �����
����	�
������ �� ��
# ����)
�	�#� ���� �

��$�
��� �
�� � ���� ��� 
�	����
���$ ������ ��� ��� ������ �����	�� � ���� � ����$ '
 ����
 ���
#��	��� ��)� ����	&� � �����$ ���
�� ��
�
�	 � ��� 	��
�	�� 

 �������� %���&	�� *��
�
�	

���� ��� ����$ 	� �
������ |0〉� |1〉 � ��'��$ � �
���������� |λ0|2 	�	 |λ2|2 �����
����
���� *����
%	�	�
��	$ ����� ����	��� �����	� � ��
���

� 

���� ����� ��� !�� "# $�� �"%���$ & %!� �� �''#" �'�()'�� %�!�")�!�*�!+$")'��,
�# %#�$(���� �)!#��'#��� �#+#, (�# -�#� �!+$")'� %!�")� �� �''#) �'�()'�)

��� ������
�� ��� 
��	 �� ��'
� ���	���� ������� �������� ��
 ����
 	 ����
 ����	&�� ��#��
��
	
�� � �������		 Ψ � 	 ���	����	� ����
�����
���� ��� ��'��$ 	� �	# �� ������ 	��
�
�	��
���	����� �����
���$ �
�������� �� ���� �����
���# �
��������� |j〉 ��	 %	��	�������� j = 0, 1
���
� ��
 ���

 	 ���

 ����� ��	��	'����� � |λj |2 � ������ �	��� 	��
�
�	$� ����	&� �������
���
��� �� �������$ �� ���� ������� ��� ��� � ��
�
������� �
���� �������� ��
 '
 ���� ������
��
��� � �����$ ���
�� ��#��	���� ����� �� ���'�� ����'	�� �� ����	���� ��
���


 �����	

����	����	 

|λ0|2 + |λ1|2 = 1 �����
����'��


 ��� %���� ��� ��������� �
��������� ���'�� ���� ����� 
�	�	&
� *���� 	��
�
�	

�
�� 
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�� � ��� �
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��� 	�#�� �������� �	��� �
 ��'
� ����
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������� � �����# ��������$ �
#��	�	� ���	# ���&
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 ��
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� � �����	�
���$ %	�	�
�
�����$����� ��� ���	��
��
� ������ 	���� ����� ��� �� �
 ��'
� ����� ���
�
�	�� ��
# �����
�
���� ���&
��� 	�	 ��
� ���	# �����
���� ��	)��� ���'
�� 
����� � ��	�&	�
� ���� ��
 ���	

�������
������
���� �� �� ����	� 
��	 ��
�� ��#��
�	� ���
�
�	�� 	�#�� �����	�
����� 	��
�
�
�	�� ���	
 ���&
��� �������� 


 ��
��������$���	� 	 �����$ �����$����	 � �����	�
���$
%	�	�
 �
�� (����	�
���� %	�	��� ��� �������� �
�
��	�	��	���� � ��������� '
 �	�
 �� ����
�
��
��� � 	��	���$ �����$������� ��������� �� �
 ������ �
 ���
� ������# �����
����� ������

�� ���
�
�	�	 �
������� ������
�	� � ��	 �
������# �����	�#� ������
 �������� 
��
���
���
���� �� ����'	�� �� �����
��� ���	# �����
���� ������ �
 ��'
� ����� ����� ��	�	�
�����
�� ���
�'�
�	� ��'�� ��	���� ���

 ������� %����� ���	� �������� ��������$ %�����	�� �

��'
� � ��	�&	�
 ���
�	�� �� ��
�� ������$ ������ ��� '
 � �������	 ���	�#��	� � �	��
��$�

��	 �� �	�	 �����	���� �����$� 

 ���������
�� �� ��

� ������ ���	����� �
��������	 �����
�
�	� ��	 ������
�		 ���� 	�	 	���� �
��������� ���� ��� ��	�
��� ��	�	���� � ��	� ��������
�
��	����� ������	
�� ����� ��$�	 ����)
�

�
�
�� ��������	� ���

 ���'��� �	���&	�� ����� � ��� 	�

��� ��� �	�� ��� #���
�	� 	�%���
��&		 � ����'
�		 ����	&�� ��� �����
�����
� �	���&		� ����� �� ������� �
�	� ���
��� [0, 1]
�������� 	�������� �
���$ �	� ��� ���
�
�
�	� � ����$ 	� �����	��� ��#��	��� ��)� ����	&�� �
���
� ��'��� 	� �����	��� � ����� �������� 	 	�������
� �����$ �	� ��� ������	���$ �����	�
��&		 ����	&� �����	 ���
��� ��	�� ���� �
�
�� � ��)
$ �������$ %���&		 ���
� ��
�� �
���

����
�	� �����
����� �������	� 	# ��� |00〉� |01〉� |10〉� |11〉 � ��'�� ��	����� ��� ��)� ����	&�
��'
� ��#��	���� � �
���
# �����#� �����
������
	# ����	
�	� �
������������� ���
��� ������
�� �������� � ����� ��'��� 	� �����	� � 


 ��� �������� ����� �������� %���&	� ���
� 	�
��
����$ �	� 

Ψ = λ0|00〉 + λ1|01〉 + λ2|10〉 + λ3|11〉. �����
� �
�������
 	��
�
�	� ����� �������	� �� �����	� ����
 	� ����
�	$ |00〉� |01〉� |10〉� |11〉 � ��'��

� �����
������

$ �
���������� |λ0|2 � |λ1|2 � |λ2|2 � |λ3|2 � �����	
 ����	����	 ��	 ���� ������	�
��� 

|λ0|2 + |λ1|2 + |λ2|2 + |λ3|2 = 1. �����
�� �	�	�� ��� 
��	 ��� 	 ��
'�
� ��	���� |00〉� |01〉� |10〉� |11〉 ��������	�������� ���	��� � �
�
���
#�
���� �����
����� �����������
� �� �������� %���&	� ���
� �
������ ����� ������������

�	�	���$ ��	���

�
�
�� ������
� �� ��� ���
���	�� �
����� � �����$ �������� ��
�����	� �
�
� ��� � ��� 
���
�������� 	� ���# ����	&� ��'��� 	� ������# ��

����
� �� ���
� ���
��
 ��	��$ �� 	 ��
�� ���
�	�� ��� ��	���	� 	# ����'
�	� � �� �	�� �� ����	&�� ����� ����'
�	
 ��'��$ 	� ����	& ��
���'
� ��	���� ������ � ��������� ���� 	��
� ���������� ��)	 ���	���
 �������	� |00〉� |01〉� |10〉�
|11〉 ��� ��
 ����	&� � �
��# �����	���# ���	# ���
����� �
���� � �
��$ � ������ � �����$� �
����
� �����$ � ������ � �
��$� ��
 � �����#� ����� �������� %���&	� ��� ���
� �������	
� ��)
��
�������� 	� ���� ����	&� *��
�
�	
 �
�
�� ���� ��� �����	���� ��'��$ 	� ����	&�

���� ���&
�� ��'�� ����
	�� �� n ����	&� �� �� ������ ����

�	� ���
� �
 ����� ������� �
�����
 n ����	���# �������
$ � ��� ����� ���������� ������������ ����
�����	 2n � 	 � ������ n
��� ����
������ ���
� ����	 ���� ��� ��'
 ��� �
����)	# �� �
���� #	�		 ���
���� ������
	# 	�
�
������	# �
������ ������ ��� ������� ��	���	� 	# �������# %���&	$ �
 #���	� ��'
 �����	
���
��������
���� � �
$���	�
������	 ��� ��������� � %�����
�������$ ��	����� *�
��� 	��
�� ����� �
���� �����# ���� � %	�	�	 	 ���
���	�	 �
 ����	��	 � �	����	�� 	�
�
�� �
�� �
�	������	�	 ���
�����	�
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�� ���#����	����� ��������� ��'�� ���
�	�� ��	� �
�������� ��
��
��'
����� ��	���	� �������	$� 
�
 ����	&� � ���� ��	���		 ��� �� �
����
�	�� � �� �
 ��������
�	��
� 	# �� ���
������	� �
����� �������� �� ��	�
� � ������� ��� ��� ��� ��� 	 ��	���	� �
������
�&	������� ����� ����
�����	 ������������ ��� ��	���	� �������	$� ��� 
��	 ����������
�����	�� ��	���	
 �������� 
��
���
���� ���
�� �
�
� �
��� ����	��&	� �������	$ ���
����#
����	&� ��
�� �� ��	�
� � �����	� �
�������� ���	��
�
�	� ������������ ��� ���
�
�
�	
 �����
��
���� 
��	 ����� ����
	�� �'
 	�
�
���� � ��� ��������&	� �� �����$ ���	�������# �	�
$��#
������������ ����� H1

	 H2
� ��� �	�
$��# ������������ � ���	���	 e1, e2, . . . , ek

	 h1, e2, . . . , hs�����
����
���� 
�����
� 	� �	# ����
 ������������� ���	��� �������� ���
� ��	���� ���	
 %���
������
 ���	��
�
�	� ei

⊗
ej

� ��
 i = 1, 2, . . . , k � j = 1, 2, . . . , s � ������
 �� ���
� ����������� ��
������		 � ��
����
	�� �
�
�  |eiej〉� ������ ������� ���� �
�������� ���	��
�
�	�� 
������	�
��� ������������ �
�
� H1

⊗
H2

� �� �	�	�� ��� ��	 ����$ ���&
���
 ����
�����	 	�#����# ����
�������� �
�
���'������ � �
 ������������� ��� ���� �� � �����
 �
������� ���	��
�
�	�� ���	
�
�����������
 ������������ ���	 !	���
������	 	 	# ���	�� ���	 ��������	��������	� ��
�����������$ 	� �	# ���	� ���	��
�
�	� ��'
 ���
� ��	���� ��������	�������� ���	��� � !	���
�
������ �����������
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⊗
H2
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��� ��'�� ��	����� ��� �
���
 ������������ �����
�����
�
�������	�� �
���$ ����	&�� � �����
 � �����$� *�
� ����
 ���
�
�
�	
 
��
���
��� ���� �� ���
�
�
�	�� �
������
 ���	��
�
�	
 ���	�������# �������	$ Ψ1 ∈ H1

	 Ψ2 ∈ H2
��
	# ����	&� 	��
�

��	����� ��� ��
��&	� ⊗ ������
� ���$����� �	���	���	�����	 �� ����)
�	� � ����'
�	�� ��

��� ��'�� ���������� �����	 �� ������� ����	���� �
���� ������ �
�
�������� �����'	�
�	�
������ ����	�
�� (λ0|0〉 + λ1|1〉)

⊗
(µ0|0〉 + µ1|1〉) = λ0µ0|00〉+ λ0µ1|01〉 + λ1µ0|10〉 + λ1µ1|11〉�	���� ��� 
��	 �� ����$ �
���� 	� ���	��
�
�	� ����������� ��
���������� � �	�
 ���	��
�
�

�	� �
������ 	� ��	# ������������ �� �� ���
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� |ā〉 ���
� ���������� �����
& 
�� �����	��� � �����

 ��������� ���
�	�
 {ej} � ������$ �� ��
��� ���
� ��
��������� ��������	��������� �
�
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 � ���	�����	��� �	���������$ ����	&� � ������	 ��
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���	 �	��� �
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��� �� %	�	�
���� ��

���
 �����	� ��������� ����� ���&
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������ � 	��
�
�	� %��� � �
�����	���

$ �������$ %���&		� ��� ��� �� ��'
� ��	������� �
H ����
 �����
��
 �	�� λ I � ��
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�	�	���� ����	&� � ���	�	����	 �� ��������� ��������	�
������ � ��	'
�		 ��	�����$ ����	&� ����� �����	�����$ �����$ � ��������		 ��
)�	# ���
$�
���	 �� ������
� ��� ������ �� ����
 ���
��	 �����$ ��	�� δx ������	 �
�
�	� xj

� �� ����	���
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�	� ��)
$ ����	&� � ��'��$ 	� ��	# ���
� ���
� ������&	������� ����
�	�� �������$
%���&		 Ψ � ��	# �����#� ���

� ������� ��	���� ��	�&	� ���������� �
$���	�� �������� �����
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 �����
�	
 ��
����	��� � �	��
�� �����
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i
∂Ψ(xj)

∂t
= AΨ(xj) +BΨ(xj+1) + CΨ(xj−1)

�����

��� �
������# ���%%	&	
���� A,B,C � ���

� ��������� ��� �������
�	� ������������ �� ���'�
�� ��	���� ��� B = C � �
�
��� ��	������ ��'��� �	���������� ����	&� �	�� λI � ��)
��
���	�����	���� �� ��'
� ���	����� ����� ��)	 �����
�	� ��	���	 �	�

i
∂Ψ(xj)

∂t
= a(2Ψ(xj) − Ψ(xj+1) − Ψ(xj−1))
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�
�
��� �
�
#��� � ��
�
�� ��	 δx −→ 0 � �� �����	� � �����$ ����	 ����'
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 ��� �����$
���	������$ �������$ %���&		 �� �����	���
 

i
∂Ψ(x, t)

∂t
= a

∂2Ψ(x, t)

∂x2
. ������
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�� ��������
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$�������� ��
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�&	���� V (x)���
�
$��� ���	� ���	��	�
��	$ �
��� ��� ����
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�	��
�� �� ���� �����$� 
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��	���	
 �� ��
����� ���$���� �	%%
�
�&	�����	� �� ������ �	���� ��� ��'�� ��
�����	�� �
�	�
 �������� ��
������ p = h
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∂
∂x

� ��
�����	� ��
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��� � �����	�
����
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��	#��	� � �����
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�	��
�� ��� ����	&� � ���
�&	������ ���
 V (x) 

ih
∂|Ψ〉
∂t

= (− P 2

2m
+ V )|Ψ〉 ������

��
 P 2 = −h2( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 ) ��������
� ��������$ ������� ��
������ 	������� P = h
i ( ∂

∂x + ∂
∂y +

∂
∂z )�

�����
&� �� ��'
� ����
	�� ��� �����
�	
 �� �����$ ���������	����� ��������� ������
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	� n ���	���
$�����
	# �
'�� ����$ ����	& 

ih
∂|Ψ〉
∂t
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n∑

j,k=1

P 2
j

2mj
+ Vj + Vj,k)|Ψ〉 ������

��
 Vj
���
�&	�� ��
)�
�� ���� � ����
 ��#�'�
�	� j�����	&�� Vj,k
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j$ 	 k$ ����	&�

��� �������	� �������	� ����	�����
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���
���� ����

�	
� �����
�	� "�
�	��
�� ����
��� ��
� ��
��������	����� ���� � �
�����
���
�&	���� A = (A1, A2, A3, iA0)

� �
�
#�� � ��
��������	����� ���� ���

�����
��� � �����	�
�
���$ ��
�����	���	�
 � ����
�� ��
���������	� p̄ −→ p̄− e

cA, E −→ E − eA0
� ��
 p̄ = (p1, p2, p3)

�
	 �����
�	
 "�
�	��
�� ��	���
��
� �	� 

ih
∂Ψ

∂t
= (

1

2m
(p̄− e

c
Ā) + V )Ψ.
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�� ������ ����� ����'
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 E =

√

M2c4 + c2p2 � � �
���	�	����	
 �����
�	� ���
� �#��	�� ����
��� ���	������� �� ��
�
�	� �� ��	 ����� ���������� �	�
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|h∂Ψ

∂t |, |eA0Ψ| � |Mc2Ψ| � �� �����
�	
 "�
�	��
�� ��
��� ���
� 	�
�� �	�
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∂Ψ

∂t
= HΨ ������

��� �
���� ���	���� ��
������ H � ������
���� ���	�����	���� �	��
��� �����
�	
� �	�� ������
��'�� ��	���� 	 �
���	�	����	
 ���
���� ����	�
�� %������ ��� �	# ���	�����	�� ���
� 	�
��
�	�

H = (hα,β), hα,β = k(δαβ − kαkβ

k2
), ������

��
 k̄ = (k1, k2, k3) � �
���� 	������� %������ k = |k̄| � 
������	� 
�� �
)
�	
 �
�
� fk̄
� �����

�����
�	
 ������� ��
��
 � ��������� �����	
� k̄fk̄ = 0 � �������
	� ���
�
������ %������ ���
�
���	���
���� �����
�	�� �����
��� � ��������		 ������� 

rot Ē = −∂H
∂t

, rot H̄ =
∂E

∂t
, div H̄ = div Ē = 0, ������

��
 E = −∂Ā
∂t − grad A0, H = rot Ā� � ���� �
���'�� ��
�	����� 
��	 ���
�)	�� ��� �
������	
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���	�
����� 	 ����	����� ���� ��
���������	
 ����
 E =
∫
Eka

ik̄r̄d3k, H =
∫
Hka

ik̄r̄d3k � ���
��� Ek̄

	 d
dtEk

������&	������� fk̄ +f∗
k̄

	 fk̄−f∗
−k̄
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�	���� �
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Ψ(t) = exp(−iHt)Ψ(t0)
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�
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Ψ(t) = exp(−i
t∫

t0

H(t)dt)Ψ(t0).
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Ψ′ = −i exp(−i
t∫

t0

H(t)dt)H(t)Ψ(t0).
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)
�	� �����
�	� ����

��
�����'	�� ��� !��	�����	�� 	�#����$ �����	 ��'�� ��
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 ���	�	� �� t � � �����
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 H1
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��'
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)
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 � �	�
 Ψ(t+ t0) =
exp(−iH0t)Φ(t)� ��
 Φ(t) � ����� �
	��
����� �������� %���&	� � ��������� �����	
� Φ(0) = Ψ0 =
Ψ(t0)

� ���	 �� ��
�
� ����
 �������
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H = eiH0tH1(t)e
−iH0t

�� ��� �������$ %���&		 Φ �� ������
� ������ (�)	 �	�� 
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Φ = HΦ, Φ(0) = Ψ0,
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Φ(t) = S(t, t0)Φ(t0).
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���	 �� �����
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S(t) = H(t)S(t), §(0) = I, ������
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Sn = −i
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H(t)Sn−1(t)dt
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S =
∞∑

n=0

(−i)n

t∫

0

H(t1)dt1

t1∫

0

H(t2)dt2 . . .

tn∫

0

H(tn)dtn
������
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(−i)n

∫

t≥t1≥t2≥...≥tn≥0

H(t1)H(t2) . . .H(tn)dt1dt2 . . . dtn,

	�	 � ����� �	����	�
���� �	�


(−i)n

n!
T {

t∫

0

t∫

0

. . .

t∫

0

H(t1)H(t2) . . . H(tn)dt1dt2 . . . dtn}, ������
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� ���
�
��
��
 ���

T { H(t1)H(t1) . . . H(tn)} = H(ti1)H(ti2 ) . . .H(tin),
t ≥ t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tn ≥ 0.
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)	�� ��� ������� 	�������� ��� %���&	� � ���
���
 �������� �����	� ��������

����
�	
 x = 0 � �����	�� ��� �
)
�	� �����
�	� �����	� 	� &	���� � ������� �
������ ���	
 ���
��
�����
����
 ��
��&		 ������
��� ������ �� x� 
��	 �� ����
� 1 � ���	��
�	
 ��������	��
���
	 � ���
���
 ���
�� ����
��� x� 
��	 �� ����
� 0 � ����
�	
 x ��
�	�	��
��� �� 
�	�	&�� ��	 ����
� �����	 �������
�� ���'�� ���� ��
�������
�� �
��� ��� ���
��� ������$ ����
� ������ � �
���� �����
 ��	� �	� ��� ����
�	� f(x)�

(�� ���'
� �
$�������� ��������$ ������� ���	�����
	$ ��	�����
 ��
���������	
 ��� �
������
�	�	 ���	���	� ��������	� ����� ��	�� �
)
�	� �����
�	� f(x) = 1 �����
 ��
���������	
 ���'�
�� ���� ���	���������������� ��� ��	�����
� � � �����$ ������� ��� ���'�� �
��	 � �
�
 ������
	�%����&	� � %���&		 f � ����	�� ������ 	����������� � ���
���
 ���������� ������� ���� %����
&	� f �
 �����	��� � �
�� ��� ���
����� �
 ����
��� ���	��� ����������$ ��	 n > 1 � �
�����
�������� �� �� �
)	�	� ��� ��� �����
����	�� �� ����
 ���
�
�
�	
 ���������� �������� �����
�
������

�� %���&		 f  

Quf |ā, b〉 = |ā, b
⊕

f(ā)〉, �����

��
 ā ∈ {0, 1}n � b ∈ {0, 1} � �
$���	�
����� ��� ���
�
�
���� ��
��&	� ������'�
� ���	���
 ������
��	� � ���	���
� ��
� �
 ����'��
� �	���	# �	�
$��# ����	��&	$� ������# �
 ���� � 	�#�����
�������		� ����
��� ���	���������������� ��� ��� ��#����
� ���������� �����
��
 %���&		 f �
��
�����
���� ��� ��
��&	� ��	������ �����
&� 
��	 �
����������� b ���� ���
���� �� ����
 ��	�
�
�
�	� ���$ ��
��&		 ��� ���
� ���
�'����� ����
�	
 f(ā)� ���
����� ����� �� ���
� ��	����
���
�
�
�	
� �
$���	� ���������� �������� �����
������

�� �����	�
���$ %���&		 f �

���	 �
����� ������	����� ��'�� �������� ��
���
	$ %���� ��� ����$ �#
�� 	� %���&	��
������# ��
�
����� �����

$ %���&	� f � ��'�� ������	�� ��������� �#
�� 	� %���&	�������#
��
�
���� �������� ���� ������ �
��	���
�� %���&	� Quf

� ���	� �������� ��������$ ������
��'�� ��
��������� �
�
 ��� �
������� ������������� ��� ������$ ������ ��� ���� �� �� ��'
�
�������� � �
$ ������ �������� 

 �� �
������� �#����� �������		�

*���� ������ �������� 	�	 ��������
 ��
���������	
� ������	� ��
���
	� ������� Qu =
Quf

⊗
I � ��
 �
���$ �����'	�
�� �
$����
� ������ �� ���	�� 	� ��	��� ā, b � � �����$ �����'	�

�
�� � 	�
��	���
 ��
���������	
 � �
$����
� �� ��
 ��������
 ���	��� ���	� �������� �����&	�
��������$ ����	 ��	 ���	��
�		 ���
� 	�
�� �	� 

ψ0 −→ . . . −→ ψh1 −→ ψh1+1 −→ . . . −→ ψh2 −→ ψh2+1 −→ . . . . . . −→ ψhr −→ ψhr+1 −→ . . . −→ ψR

��
 ��
&	����� ���
�
�� ��������
 ��
���������	�� ���'����� ������ ���	��
�	� 
��� r �



���� ���	���
�� ��������
�� 
��
����� �������	�� ��

��� ���������� ���������	� ��������� �����	����
� ���� �������%
 ��	���	��� ���

 %��������$ ���	��� ��	���	� ���������� �������
��� ��
���
� ���
�
���� ��������$ �������
� � �������� ��� �
������$ ��������$ %���&		� ��#���
���

$ ��	�� �#������ ������ 
��
�	�� ��� �������� ������	���
 ���
�
�
�	
 ��'�� ���� ��
�%�����	������ 	 ��� ������� �������
���$ ���
����$ %���&		� 
�	)
� ����
�����
���� ��

����	 ���������� �������
���

���'�#��� (����

�� �����	� 	� ���# ���
�&	����� �
����
���# �
�� �����
$ 	 ��������$� ���
����� ��	��

�� U ��	�����# ��
���������	$� � ������# ��
�������
���� ��� 	# ��'�� �
��� �
��	������ ��
����������# %	�	�
��	# �����$����#� 	 �
����
���$ ����� F =

∞⋃

n=1
Fn

��	�����# ��
���������
�	$� ������
��# �������� ��� ��#�����

$ ��	�� %���&		 f : {0, 1}∗−→{0, 1}∗ � ��
 �����
 Fn�
$����
� �� 22n �
���� !	���
������ �����������
� ����'�
���� �
������	 {0, 1}2n ��
���
	�
������� 

Fn|ā, b̄〉 = |ā, f(ā)
⊕

b̄〉, ā, b̄ ∈ {0, 1}n,

��
 ⊕ ��������
� ��������
����
 ���'
�	
 �� ������ ��
	�
$�	 �
�� ���
� �������� ���	���	� (�'��$ ���	� ��	�	��
� ����
�	� 	� �����
����$

����'����	 ���	��� � {z0�+ z1� | z1, z2 ∈ �, |z0|2 + |z1|2 = 1} � ��
�� � 	 � 
��� ���	���
 �������	�
���	��� �������
	
 ���	� �2 �

� �
�
�	
 ��
�� ��
�
�	 ���	��
�	$ ��
 �
��� �����	�
�� ��'��� ����� ����
���	� ���	�
���
	�	 ���������
 ���	&		� ��� ��� �� �����
$ ���������$� �
��
 ������ ���	�� v1, v2, · · · , vτ�vτ+1, vτ+2, · · · , vτ+2n

� �������� � ���	��
�		 � ��
�
���$ ���'������ τ = τ(n) �� �#��
 ��	�
�� n � ����'	� Q = {v1, v2, · · · , vτ+2n} � 	��	���
 �������	
 ��������$ ����	 
��� %���&	� �	��
e : Q−→{0, 1} � ����
 �������	
 ��'�� �����	������ ��� |e(v1), e(v2), · · · , e(vτ+2n)〉 	 
��
���
���
���'�
���	�� � �����
������
	� ������ � ��%��	�
 {0, 1} � ����� K = 2τ+2n 
 e0, e1, · · · , eK−1


���
��
 ���	���
 �������	�� �����
 � �
������� %	��	�������� ������
�H 
���K �
���
 !	���
�����
������������ � ��������	�������� ���	��� e0, e1, · · · , eK−1

� H ��'�� ��������	���� ��� �
�����
��
 ���	��
�
�	

H1

⊗H2

⊗ · · ·⊗Hτ+2n
����
���# ������������ ��
 Hi

����'�
�� ��
�����'���	 ����
�	��	
vi, i = 1, 2, · · · , τ + 2n � �������	
 ��	���
� ��������$ ����	 
��� ����$ ��
�
�� x ∈ H � ��� ‖x‖ = 1 �

�����&	� ��������	��
��$ ��������$ ����	 �� ��
�
�	 ���
�
��
��� ����� �	���	 ��	�����#
��
���������	$ ��� 

 �������	��	 �����	�	 	 ���������	� ����� ���� G,U ������� ���	������
��� �������� ��� ��� G ⊂ {1, 2, · · · , τ +2n} �U ∈ U ���� ��	�����
 ��
���������	
 � 2card(G) �
����
!	���
������ �����������
�

����	

 ��
����
�����
 WG,U
�� H 	�

� %���� E

⊗
U ′ � ��
 U ′ �
$����
� ��� U �� ⊗

i∈G

Hi
�

��������	��
��� ���	�
� E �
$����
� ��� ��'�
���
���$ ��
����� �� ⊗
i/∈G

Hi
�

��������
 ��
����
�����
 Quf
�� H 	�

� %���� E

⊗
F ′

n
� ��
 F ′

n
�
$����
� ��� Fn

�� τ+2n⊗

i=τ+1

Hi

	 E �
$����
� ��� ��'�
���
���
 �� τ⊗

i=1

Hi
�

������
��
 ��� ��������$ ������� ���	 ��������� ����� ��#��	��� � �������		 χ =
K−1∑

i=0

λiei,



�� ����� �� 
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����� 
�	������ � 
��
����� �������
��

������
�	
� ������
��� �����$��� �
�	�	��� ��	�	���
�� ����
�	
 ei
� �
���������� |λi|2 �

������()���� (����
(����	�
���� ����� �������
�� ���'
 �����	� 	� ���# �
�� �����
$ 	 ��������$� ��
$�	 ���

����# ��#������ �� ���	��� � ����������� �����
����		 � �����
������
	�	 ���	���	 ��������#
�
�� �������
�� 	 	�
�� �����	�	���
	
 ����
�� �� �����
������
	#

���	&	�#� (�'��� ��
$�� �����	�
��	# �
�� ���
�'	� ����� 	� �
�������� ���
����� ��%��	��
ω � �����&	� �����	�
���$ ����	 ���
�
��
��� �����	�
���$ ��)	��$ ����	��� M

� �
������	�	 ��������	 �� ��
	# �
���# 	 ���'
����� ���
�	�
���# �������	$ ������� 
{qb, qw, qq, qo, · · ·} � �� ��������
� �
�
� h(C) ���
�	�
���
 �������	
 ������� ��� �������	� C
�����	�
���$ ����	�

����� D ���
� ���'
����� ��
# �������	$ �����	�
���$ ����	�
������� �����
�������
'�� ��������$ 	 �����	�
���$ ������	 	�

� �	�R : D−→2{1,2,···,τ+2n}×

U � ��
 ∀C ∈ D R(C) = 〈G,U〉� U �
$����
� �� 2card(G) �
���� !	���
������ �����������
 ��� ���
U ���	�	� ������ �� h(C)� 	 ��
�
��� G ���� � �������	 ���
�� ��

� � �����	�
���$ ����	� ���
�
�'�
	# ��
&	������ ����� a0 ∈ ω �

�������	
 ���������� �������
�� 
��� ���� S = 〈Q(S), C(S)〉 ��
 Q(S) 	 C(S) � �������	�
��������$ 	 �����	�
���$ ����
$ �����
����
����

��	���
��
 �� ��������� �������
�
� ���	��
�	
� �� �����
� ����
�����
������� ��
�����
�����	$ ��
���

�� �	�� 

S0−→S1−→· · ·−→Sτ ,
�����

��
 ��� ������� i = 0, 1, · · · , τ − 1 C(Si)−→C(Si+1)

��� �
�
#��� ���
�
�
���$ ��)	��$ ����	���

�� ��	�
� ������
�� ��
���
	
 ���$���� 

��	 h(C(Si)) = qw

�� Q(Si+1) = WR(C(Si))(Q(Si))
�


��	 h(C(Si)) = qq
�� Q(Si+1) = Quf (Q(Si))

�

��	 h(C(Si)) = qb

�� i = 0 � Q(S0) = e0, C(S0)
���� %	��	�������
 ��������
 �������	
� �����

�
������


 �#������ ����� a ∈ {0, 1}n �

��	 h(C(Si)) = qo

�� i = τ �
�� ��
# ����	# ������# Q(Si+1) = Q(Si)

�
�� ���'
�� ��� ���� ��������$ �������
� ���� ���	���
� %���&	� F (a) � �
����������

p ≥ 2/3 � 
��	 ��� ���	��
�	� ����� �� ������ �#����� ����
 a ������
�	
 Sτ
� ����
���

$

�����

 %	��	�������$ ���	���$ ���&
����$ ��������	 �
�������� ��
� F (a) � �
���������� p �
���
�	�� ��� ��	 p < 1 ��
��� ��'�� ����	�� ������ ����)
�� ����
�	� �
��������	 p0 > p 
��	
������	�� ��������
 ���	��
�	� � �
� '
 �#����� ������ 	 ���
� ����� � ���
���
 �������
�����
�� ���
�� ��� �
�������� ������$ ����
��
��� ��

 ��
# ����	#� ��� ��	�
�
� ������ � �	�
$����
���
��
�	� ���	��
�	$ �� �����
�	� �� ������ �����
� �
��������	 p � 
�	�����
 ���	��
�	�
���������� ���	��
�	��	 � �����	�
���$ �
���������� �)	��	� � �����
 p = 1 �� ���
� 	�
��
�����
 ���	��
�	��

���	 � ���	��
�		 	�������
��� ������� �� � ���
���
 �������$ �
�� ���'����	 ���	��
�	�
����� �� ���
� ����� �
 τ � � �	��� ��������# ��
���������	$ � ������ ���	��
�		����	� ��������
������	��� �
��	�&	�	������ ����� ��)	�� ����	��� � ���
���
 ���
�	 �����&		 �����	�
���$
����	�

��
��� �

 ��'�� ������� ����� ������ ���
�� �����	�
��	# ���	��
�	$ ��
�����$ �����
���� ���������$ �����	�� 	 �� ��� ���'����� ���	��
�	$ �� ����� �
 	��
�	����
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�	
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�� �������

��� �������� ������ ������� ���	����� ������������� ��
��
��

� ���� �������%
 �� ��������	��
� ����
�	��$ ��������$ �����	�� ��� ��#�'�
�	� �
)
�	�
�����
�	� f(x) = 1 � ��	�������$ ��
�	�����	� ���
���	��� ����� !���
��� � ���� ����� ����
�����	�� ��#��	� �
)
�	
 �� ��
�� ������� ����������� ����� 	� �����	�
����� ��
�
�	� ��
� ���
��#�'�
�	� �
)
�	� ��'�� O(

√
N) ����

�	$ � ������� �����
������

�� f � ���� �����	��

	�

� �������
 �	��� ���
�&	�����# ��	��'
�	$ � ���	��	�
����# ������#� ��������� � ���$
�����
 �������� ��
 �����	 �� �����$ �
�
��� ���	������ �
$���	�
����� ��
�����'	�� ��� ���
���� ��$�	 �������	�� ������� �������
�� �
������� �
��� ����
��
��� ���$����� P ��
������
�� �
������ ����
��	 ����� ���$���� ��� �����$ �����
���$ �����	� ��$�	 ������ � ��	� ���$�����
��
�� ��'
 �
 ������� ��� ����� ���� �
�
����� �������� ����)�
 �	��� ����	# ����	# ������ ���
��
�����
���� ����
��� ��'���� ��'�� �������� ��� �
 ���
� ��	� ����'���� �	���
���� ���
��	 �������� �����
�		 %�����	����� 	��$� ����
 �
�
����� ��	�
�������$ �
��� ��	���� �����


 ������� �
�����'
�� ����
 ���$���� P ��'�� �%���	�� � �	�
 ���
����$ %���&		 f ��� ���
����� ���$���� ����� �����
������� � �������	 �
)
�	� �����
�	� f(x) = 1 � 	��

 ����� 
��	 P
������ � �	�
 �����	���� �� ��'�� 	 f ��
�����	�� � �	�
 �#
�� 	� %���&	�������# ��
�
����� �
����	� 	 ������	�� �#
�� 	� ��������# %���&	�������# ��
�
����� �
��	���
�� ��������$ ����
���� �����
������
	$ f � ��� ������
�	� 	������� �����	��� ��� ������� ������ ���������� ���
�������	��� ��
 ��'��# �������������

����� ��
�
�	���	��
 
�	�	 �
�	�	�	
��������	� ��	� 	� ��'��# 	 ���
���# ��	�
��� ��	�����# ��
���������	$ � ��
���������	

���)� � �������� ��� �������	����� ���	��� ������	� ��� 

W =

(
1√
2

1√
2
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� �� '
 �����
�	

�� �����
�	� � �����	�
��	� �����
�� ��� 	 ��� � ���������$ ���
�� 	� �����	�
����� ��
�
�	�

��)!���#''&� %#���
��������	� ����� �	���&	���� ���	��
� ����	�� 	� �����������# ����
$ � ������������$ �����
��	 �� 	�
�

$�� � ��� ����	��
� (�'��$ ���
�� 	�

� ��	������� %����� �� ��'
� ���	����
����	�� ���$ �� ���
�� 	�������� ������$ �
�
��� ��
�	 


 �����������# ����
$ 	 ���������
��'��$ ����
��� ����������� �� ��
����

�� �'
 ���������� ����� �� %���	�
��	 �������
�
	�
��&	����$ ��	�� �����	�
��	� ��� ��� ��� ����� ����� ����	���� ����	 � ������� ����� ����
�'
 	�
�� ��
����
	$ ���$ ����������

�� %�����	��
� ��� �	���&	� ��� ��
&	�����$ �	� 	�
��&	������ �����	��� 	�
��&	����$
��	�� ����� ����� �� 	�

� ����
�����
������� S1, S2, . . . , Sk

��	������# �
�
�����# �����
��
��
 �����
�� Si

�����	� � ��#�'�
�		 
�	����
����� �
)
�	� x0
i

�����
�	� fi(xi) = 1 ��
 ���
�
����� %���&	� fi

�������� ��� ����� 	 ������ ������ ����� �� ���
� ��
 x0
j , j < i. �����

|xi| = n, N = 2n, k � N � |x| ��������
� ��	�� ����� x� �
�� �����	� � ��	��
 x0
k

� k ≥ 2 � ��	�� �
�
�������� ������ ���
�� ����
�����
����
 ��	�
�
�	
 ����
�������� �����	��� ��� x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k��
� ���
� �� ��
�� kπ

√
N

4
� �
���������� �)	��	 ����� k/N � ����� ��� �
��	������� �� ���'��

	�
�� ��
 ������� fi, i = 1, 2, . . . , k � ��
 ���	�	����� fi
�� ��
# xj , j < i ��'
� ���� �����
��

� fi
� ���	� �������� �� ��'
� ��
�����'	��� ��� fi

	�

� %�	� fi(x1, x2, . . . , xi)
	 ��'��
 ���

�
����� fi(x1, . . . , xi) = 1 	�

� 
�	����
���
 �
)
�	
 x0
1, x

0
2, . . . , x

0
i , i = 1, 2, . . . , k. ��������	���

��
 ������� fi
��� %	�	�
��	
 �����$����� ������
 �
���� ����	������� �� ������
�� ��� ��
 ��	

���'�� ���� � ��)
� �������'
�		 ������
�
���� ��� ����� ����� �� ����	 	# ��	�
�	�� ���
����
�
���� ��
�� ��
	��

���� ������
��� 	���� ����� ��� ��	 ������
�
���� ��	�
�
�		 ��	#
�������� ����	��
� ��������� 	��
�%
�
�&	�� ������� 	 ��
� ������	�
����
 �����
�	
 �� �����
�
�	� � ����
�����
����� �
'	���� (�� ����	��
� ��� �����
�	
� 
�� ����	��
� 	���� ��
��	
����	���� �� ��'��� )��
 ����
�����
������ ��	���� ����	���� �������	� x0

i
� ��	��
 ���
� i

��������
� )�� �� )���� � �
�
�	
 ����
�������� ��	���� ��� ��� ����
 �
������	# �
���# l )����
��� ������	��� ��	�
��� �����$ 2l+1√

N

� � ����	���� ����	# xi 6= x0
i

�����
�� ��� ��
	��

���� �
�
�	�	�
 ����	���� �������	� x0

i
���
��� ����	����� ��'
� ���� �
�
��
��� 	����������� ���

��
���

�� i+ 1��� ��	����
�� ��	�	�� ��� ���� �%%
�� ��'�� 	����������� ��� �
)
�	� �����	 	�
��&	������ ��	���

�� ��
�� O(kπ
√

N
4
√

2
) �� 
��� � √

2 ��� �����

� �
� �� k ����
�����
����# ��	�
�
�	$ ����
����
����� �����	���� ����
���
�� ��� ��� �����
�	
 �
 ��
��
� ������	�
����# �����$���� �%%
��
����	��
��� �� ��
� ������
�
����� �
$���	� ��������� ��� �� �����	� ���	%	��&	� �������
�� ���������� ��	��� � ������
����$ �����	�� ��� 	�
��&	������ ��	���� ������$ ���
� ��	���
�	'
� � ���� �������%
 �� � �������� ���	��
��� ������� �����
� k = 2 �� ��� ������$ ��
������
� �����
��$ ���������� ��	��� �����

�����	� ������
����$ �����	�� ��� �� � �����	���� ��
������ ���������� ��	��� �����
��
������
���� � �����
 ���� ��� ������ 
�	����
����� �
)
�	� ��� ������ fi

��� ���	���
��
�
����
�����
������ ��	�
�
�	� �������� ���������� ��	���� ��� ����	�� ��� ��� �
 	�������
�



���� ����	�

 ������ ������� �����
��� 
����

���

� ������ ��

��������� 	��
�%
�
�&	� �
'�� ����� ���&
����	 ��	���� 
������
 �����	����� ������
������
�����	��� ��� ��� ��
������
����� ��
��� �����	� � 	����������		 	��
�%
�
�&		 �
'�� ��	����	
�
)
�	$ �����
�	$ f1(x) = 1 	 f2(x, y) = 1 	 ���	� ������� ���� �
��� ����	��
� √

2���������
�����
�	��

��������
�� ������� � 	��
����$ �����
��$ ������������ ��	��� ����� �����
�� ������������
��	��� �����	� � ��#�'�
�		 
�	����
����� �
)
�	� x0, y0

�����
�	� f(x, y) = 1 � ��	 �����		 ���
�� 	�

� %���&	� g � �
$ ���	�
�� {x | g(x) = 1} ��
����	M ���
�'	� x0

���������
�� ��
������
��
� ����$ ������$ �����$ ��� �����M = 1 � �����$ 1 �M � N ��� ��������
� ���	 	 !�������
� �����
 ����� 
�	 ��)�	 ��������$ �����	�� ��� ����� ������ �� ���'������ O(

√
MN)� 	 ����

'
 ���
�	�	� ��� ��	���)
$ 	��
����$ �����
�	
$ ��� ������ M = 1 ����
��� ����
�����
����

��	�
�
�	
 ����
�������� �����	���� ��
�� �� ����'
�� ��� ��� ��
�	���� �����
�	� ��'
� ����
����)
�� � √

2 ���� 
��
�	�� ��� �� 	�������
� 	�
�� ���	���� �� 	�
	 ����� ���	 � ��������
��$ �����
 	����������	�� ������ ���
���	�
��	
 ���$���� ����
�������� �����	���� �� �� ���
�
	����������� ��� �	� �����&		 ����	��� � #��
 ���	��
�	$�

�� ���
� 	����������� �� �������
������� ��� � ��)
$ ���
�	 ��������# ���	��
�	$ �
������
�� �������� ����� ���������� ������
�
���� ��� ��	���	� � 	��
�%
�
�&		 �
��������� 	# �
$�
���	�� *�
��� ��� 	��
�%
�
�&	� 	 ��	���	� � ������	�
������ �����
�	� ���	��
�	$ � �����

���������� ��	����

����� u, x, y ����� �
�
�
����	 �� ����
�	��	 	� ��
# �����# ���	$ H0 = CN � a = a1

⊗
a2 ∈

C4 � ��
 a1 = a2 = 1√
2
(|0〉 − |1〉)� �� ��	�
� �������
�	� f1(x), f2(x, y)

��� ���# �������� 	�
���������� ���������� ��	��� 	 ����� e1, e2 ����� �
�	 ����
�	��	 ��� x, y � ������
 ��
���������

�	����
���
 �
)
�	� �����
�	$ f1 = 1, f2 = 1 � 
������	� �����
������
	
 �������	� ��������$
����	 �������
�� �
�	 '
 ������	�

����'	� H = H0

⊗H0

⊗H0

⊗
C4 � ���

F1|u, x, y, a〉 = |u, x, y, a1

⊕
f1(u), a2〉,

F2|u, x, y, a〉 = |u, x, y, a1, a2

⊕
f2(x, y)〉,

P |u, x, y, a〉 = |u⊕x, x, y, a〉.
�����

F1|u, x, y, a〉 =

{
|u, x, y, a〉, �� u 6= e1,
−|u, x, y, a〉, �� u = e1;

F2|u, x, y, a〉 =

{
|u, x, y, a〉, �� |x, y〉 6= |e1, e2〉,
−|u, x, y, a〉, �� |x, y〉 = |e1, e2〉;


��
�
�	� ����
 ���������
����
 ��	�����
 ��
���������	
 ��H  R0 = I
⊗
R0x

⊗
R0y

⊗
I; W =

I
⊗
Wx

⊗
Wy

⊗
I; F = P (F1 |u,a1

⊗
F2 |x,y,a2)P,

��
 �	'�	$ 	��
�� x, y ��������
� �����
������
�
�� ������� ��� ��	�
�
�	� ��
���������	� ���)��������� 	 ����&	$ %��� 0 � � I ��������
�
	�
��	���
 ��
���������	
�

(���
��
 ��	�����
 ��
���������	
 ������
������ �����	��� ��� �� ���
� ���	�

Z = WR0WF . �����
������
����� �������� ��� �� 
��� ����
�����
����
 ��	�
�
�	
 ��
������ Z ���	��� � ���

�������� �������	�

χ0 = |0̄〉
⊗ 1√

N

N−1∑

i=0

|ei〉
⊗ 1√

N

N−1∑

i=0

|ei〉
⊗

a



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

[
π
√

N
2
√

2

] ����

�)#!)"� � ����� t =
[

π
√

N
2
√

2

]

� ����� �
�
�
��
 Z{t}(χ0)
��
� x = e1, y = e2

� �
����������
������ O( 1√

N
) �

*� ���
�
�
�	� Z ��
��
�� ��� ������� F1
	 F2

��� %���&	$ f1, f2
�������� ������
�
��� 	

������
������� ��� �����	�� ��
��
� ��	�
��� [π
√

N
2
√

2

] ������
�
���# �������� ��� ��#�'��
�	�
�
��������� ����� ��� ����
�����
����
 ��	�
�
�	
 �������� ���������� ��	��� � �������� f1

�
���
� � f2 ��
��
� [π

√
N

2

] )���� ��� ��#�'�
�	� �
�������� � ��$ '
 �
����������� ���
�	�� ���
��� �������
����� ��	��� ��� �����	��	���	���� ��������� π

√
N

4
�
 ��'
� ���� ��

���
���

��
��)
�� ���� ���
����
��
�����'	�� ��� ��'��$ ��������$ ��	�� �������
��� �� %	�	�
���� �����$���
 �������
�

��
&	������� �	��� �����
������

�� %���
 �������� �� ���	� ������� ��������	��
� �������
��� �	� �����$���� �	�	������$ ����� ��������� ����������$ ��� �
)
�	� �����
�� �� �����	�
	� ������ ������� ��� f1 	 ������ ��� f2 � � ��	�	 ��������	 �� ��'
� ������	�� 	# ������
���� 	
�����	�� �
������� �√

2 ��� �����

 �
� ��	 ����
�����
����� ��	��
��� 
��	 � ��� 
��� ��
 �����
��'���� �������� �� �����'�� ���
� ����	�� ��$ '
 ���	����	�
������	 	 ��	 ����
�����
�����
��	��
� 
��	 �� ������
� &
��� ������� {0, 1}n �� ��
 �����
 ����	 �� N/2 ��
�
���� ��'��� 	
��	�
�	� ��� � ������� � ����� ���	��	 f1�������� � �� ������ ��� ��'��$ �����	��	 ������	�
� ������ ��$�� e1 � ������	� ��� � ����� ���	��	 f2�������� ���	� '
 �������� ���� ���� ���
�
���

 �����	�� 
��	 ��'��� ���	� ������� 	�

� ������� &
��� 	�	 ����

 �
�����'���� 
��	
��'��$ ������ ��	���
�� ����	�
�� ������� �� �
������� ��	������ %
���
�
� *�
��� � ����
�����
 �	�	�������� �����'���� ������ �����$��� ��� �������� f1 � f2 ��	�
�
�	
 ������
������
���������� �����	��� ��� �� ��
� ��
�	�
�	
 ���	����	�
������	 � √

2 ���� ��� �����
�	
 ��'�
�� ���'
 �����	�� 	 ��� �� 
��	 ��	�
�	�� ���� �����	�� ��� ��� fi, fi+1, i = 1, 2, . . . , k − 1.
�
�����	���
�� �
��������� �)	��	 ���
� ���������� O(k/

√
N)�


������� ����
������ ������
������ �����	��� � �����
�	
 �
� ������	�
����# �����$���� ���
��'��� ��������� ����
�����	$ �����	�� ��� �������� ���������� ��	��� �
 ��'
� ���� ����)
�
��'
 �� �����	��	���	���$ ��������
�


����)���� ����� ����� �������%� �����

�� �������
������ �
��
�� 	 �
���
��	��� �����
���#����

���
�	�� ��� ��'��$ 	� Wy , R0y
������	��
� � Wx, R0x, P, F1


 P ������	��
� � F2
� �������

Z ��'�� ��
�����	�� ���

Z = −[(I
⊗

WxR0xWx

⊗

I)PF1P ][−(I
⊗

(WyR0yWy)
⊗

I)F2],

	�	 ���
Z = {−WxR0xWxF1}{−WyR0yWyF2}, �����

��


F1|u, x, y, a〉 =

{
|u, x, y, a〉 �� x 6= e1,
−|u, x, y, a〉 �� x = e1.

�	� ��� ��
�������
� ����$ � �������	 ��������$ ��� � ��������	 F2, F1
� ���� ������
� ���

��� �� ��'
� ��	�
�	�� %������ ��� ��� �
�����	���
	# ����	��� ��	# ��
���������	$������
Z�	�
��&		 ����� χ0 −→ χ1 −→ . . . −→ χt

� χi+1 = Z(χi), i = 0, 1, . . . , t− 1 




���� ����	�

 ������ ������� �����
��� 
����

���

� ������ ��

χi = bi|e1e2〉 + ai|e1N2〉 + αi|N1N2〉 + βi|N1e2〉, �����
��
 e1 	 e1, e2 
��� 	�����
 �������	� 
�	����
���
 �
)
�	� f1(x) = 1 	 ��� f2(x, y) = 1 �����
��
���
���� N1 =

N∑

i=2

ei, N2 =
∑

i6=2

ei
��� ������
� ���������
����
 ���	����

�� ��
�����	� ��
����� χi −→ Z(χi)
��� ��� ����
�����
����# )��� 

χi
1−→ Z1(χi) = χ′

i
2−→ Z2(χ

′
i) = χi+1,

��
 Z1 = −WyR0yWyF2, Z2 = −WxR0xWxF1.
����� �����	���� 	��
�
�	
 ����	����� ���	�#����




 	���� ��	�
�
�	� Z1
�	�	 Z2

� �� ��%	��	��
� ����
�	
 x �	�	 y �����
����
�����
��+ �� 
������	� ����	���� ���	���# �������	$ � χ′

i
�
�
� �����
������
	
 ����� �� )��	�

#��	 
χ′

i = b′i|e1e2〉 + a′i|e1N2〉 + α′
i|N1N2〉 + β′

i|N1e2〉.
����� ��� ���# ��

���
��� ����	���# ���
$ %	���&		 ���	����� �������	� x x = e1

�� x+ej , j 6=
1 �� ���
� 	�
�� �����
 ����'
�	� ��� ����# ����	���� *�������
� ���$���� ��
���������	�
�	%%��		 WR0W

���� 	��
��	
$ �����	�
���� ��
��
�� ���� ������� ����� λav

��� ����	����

�����
������

�� ���������� �������	��
��� x = e1

�

λav = (N−1)ai−bi

N , b′i = 2λav + bi
� a′i = 2λav − ai

�

b′i = 2(N−1)ai−2bi

N + bi = bi(1 − 2
N ) + 2ai(1 − 1

N ),

a′i = 2(N−1)ai−2bi

N − ai = −bi 2
N ) + ai(1 − 2

N ).

	�� x = ej, j 6= 1 �

λav = (N−1)αi+βi

N , α′
i = 2λav − αi

� β′
i = 2λav − βi

�

α′
i = 2(N−1)αi+2bi

N − ai = αi(1 − 2
N ) + 2βi

2
N ),

β′
i = 2(N−1)αi+2βi

N − βi = αi(1 − 1
N ) − βi(1 − 2

N ).

��+ �� χ′
i

2−→ Z1(χ
′
i) = χi+1.

� ��� 
��� ��� ����# ���	 %	���&		 ���	����� �������	� y : y = e2
	�	 y = ej , j 6= 2 �

��� y = e2
�

λav =
(N − 1)β′

i − b′i
N

,
bi+1 = 2λav + b′i = b′i(1 − 2

N ) + 2β′
i(1 − 1

N ),
βi+1 = 2λav − β′

i = β′
i(1 − 2

N ) − b′i
2
N .

	�� y = ej , j 6= 2 �

λav =
(N − 1)α′

i − a′i
N

,
ai+1 = 2λav + a′i = a′i(1 − 2

N ) + 2α′
i(1 − 1

N ),
αi+1 = 2λav − α′

i = α′
i(1 − 2

N ) − a′i
2
N .

��
�����
����� �
����
����
 %������ ��� ����	��� ����
�����
����# )���� ��� ��	���
����
�	� 



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

bi+1 = bi(1 − 2
N )2 + 2ai(1 − 1

N )(1 − 2
N ) + 4αi(1 − 1

N )2 − 2βi(1 − 2
N )(1 − 1

N );
ai+1 = ai(1 − 2

N )2 − bi
2
N (1 − 2

N ) + 2αi(1 − 2
N )(1 − 1

N ) + 2βi
2
N (1 − 1

N );
αi+1 = αi(1 − 2

N )2 + βi
2
N (1 − 2

N ) − ai(1 − 2
N ) 2

N + bi
4

N2 ;
βi+1 = 2αi(1 − 1

N )(1 − 2
N ) − βi(1 − 2

N )2 − bi(1 − 2
N ) 2

N − 2ai(1 − 1
N ) 2

N .

���	� �������� ����	&� ������ )��� �����	��� 	�

� �	�

Z =







1 2 4 −2
− 2

N 1 2 4
N

4
N2 − 2

N 1 2
N

− 2
N

4
N 2 −1






.

�	��
�� �
����
����# �����
�	$ ��'
� ���� ���	���� � �	�
 �	��
�� �	%%
�
�&	�����# �����
�
�	$�

bi+1 − bi = 2ai + 4αi − 2βi + biO1(
1
N ) + aiO2(

1
N ) + αiO3(

1
N ) + βiO4(

1
N );

ai+1 − ai = − 2
N bi + 2αi + aiO5(

1
N ) + biO6(

1
N2 ) + αiO7(

1
N ) + βiO8(

1
N );

αi+1 − αi = − 2
N ai + βiO13(

1
N ) + aiO14(

1
N2 ) + biO15(

1
N2 ) + αiO16(

1
N );

βi+1 − βi = − 2
N bi + 2αi − 2βi + aiO9(

1
N ) + αiO10(

1
N ) + βiO11(

1
N ) + biO12(

1
N2 ).

�����

����� ���
	��
��
 ���	���� 	��	���� ����
�
���		����� ��	��
���
���

����� {c̄i} 
��� ����
�����
������� �
������ 	� Ck : c̄i = (c1i , c
2
i , . . . , c

k
i ), cji ∈ C � �����
������
��

��
���

$ �	��
�
 �	%%
�
�&	�����# �����
�	$

c̄i+1 − c̄i = Ac̄i,
�����

��
 A 
��� ����	&� ����
�� k × k � �����
�����	 ��
�
����	�
����� m 
��� ����������
 �	��� 	 %���&	� C(t) : R −→ Ck 
��� �
)
�	
 �	��
�� �	%%
�
��

&	�����# �����
�	$
Ċ(t) = mAC(t) ������

� ��������� �����	
�
C(0) = c̄0.

������
����� �����
 �
)
�	
 �����	 (�)	 ��������� ���
� C(t) = R(t)c̄0,

� ����	&
$ � �
�����
���$ R(t) =
exp(mAt)� �	��
�� ���� ���
� �	��
��$ �	%%
�
�&	�����# �����
�	$� ��	��	'��
�� C(t) ��
�
���� �$�
��� 
��	 �� ��������	� c̄i

��� ��	��	'
�	
 ��� C(i/m), i = 0, 1, . . . . �������� ������
��	��	'
�	� ��'
� ���� ��$�
�� 	� %������ ��$���� C( i+1

m ) = C( i
m )+ 1

m Ċ( i
m )+ 1

2m2 C̈(t1),
i
m <

t1 <
i+1
m

� ��
�� �)	��� ε1 �� ����� )��
 �
����		 ���� 
��� ��
��
 �����
��
 1
2m2 C̈(t1) = 1

2A
2C(t1)

�
���	� �������� �)	��� �� �
���� )��
 
��� 1

2A
2 exp(mAθ1)c̄0

� �� ������ )��
 1
2A

2 exp(mAθ2)c̄1 +
exp(mA 1

m )1
2A

2 exp(mAθ1)c̄0 = 1
2A

2 exp(mAθ2)(c̄0+Ac̄0+ 1
2A

2 exp(mAθ1)c̄0)+exp(A)1
2A

2 exp(mAθ1)c̄0
�

	 ����� �� )��
 i �)	��� ���
� εi ≤ 3
2

∑

j=1

i exp(Aαj)A
2c̄0

� ��
 0 < αj < 1 � ����	�� 
��	 ‖c̄0‖ ≤ h � ��

�)	��� ����
 )��� i ���
� εi = O(ih)� � ��������	� ��� ��������# �����	$ ‖c0‖ = O( 1
N ) #���)



��	��	'
�	
 ��'�� ��$�	� 
��	 i = o(N)� ��� �� ��'
� �
)	�� ������ (�)	 ��
��� ���� ���
i = O(

√
N) � �)	���$ ����� ����$� ����� ��� ��
��
��� ��� ���������� ����)	# N �



���� ����	�

 ������ ������� �����
��� 
����

���

� ������ ��


��
�
�	� ����� %���&	� B(τ) ��� B(tm) = C(t)� � �
�	��# B ������ (�)	 ����� ���� ��	�
�	��
� �	�

d

dτ
B(τ) = AB(τ), B(0) = c0.

������

��	�
�	� ��� � �
)
�	� c̄i = |bi, ai, αi, βi〉 �����
�	� ����� ��
 c̄0 = | 1
N ,

1
N ,

1
N ,

1
N 〉� ����'	�

B = |b, a, α, β〉 ��� ��������# %���&	$ b, a, β, α 	 �������	� �����
�� %���&		 B �
�
� t � �����
�����
�	
 ����� ��	��	'��


 ����� ��	�
� �	� 

ḃ = 2a+ 4α− 2β + bO1(
1
N ) + ε1 + aO0(

1
N );

ȧ = − 2
N b+ 2α+ ε2 +O2(

1
N )a;

β̇ = − 2
N b+ 2α− 2β + ε4 +O4(

1
N )a;

α̇ = − 2
N a+ ε3,

������

��
 εi = aO0i(
1

N2 ) + bO1i(
1

N2 ) + βO2i(
1
N ) + αO3i(

1
N ), i = 1, 2, 3, 4, � ��������� �����	
�

b(0) = a(0) = β(0) = α(0) =
1

N
. ������

����� ��� t = O(
√
N), i = [t] �
���� �)	��	 ���
� δ̄ = B̄(t) − c̄i = O(1/

√
N), N −→ ∞ 	 � ���$

��������� �� ��'
� ���	���� b(i) ≈ bi
��� ����	���� bi

	������� �������	� |e1, e2〉�

����� ������ 	�		�� �	�			
	����� 		������	 ���������� ��	������� ���
���	 ��

�
�
�� �� ��$�
��� �	��
��$ �	�
$��# �	%%
�
�&	�����# �����
�	$ ���� � ��������� �����	
�
����� ��)� &
�� � �
)	�� 
�� �� ���
��
 0 ≤ t ≤ O(

√
N). �	��
�� ���� ��'
� ���� ��
������
�� �

�	�
 Ḃ = MB � ��
 
�� ����	&� M = Z − 1 = Ã0 + E +H �1 ��������
� 	�
��	���� ����	&�� ���
����	&

Ã0 =







0 2 4 0
− 2

N 0 2 0
0 − 2

N 0 0
0 0 0 0






, E =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

− 2
N 0 2 −2






, H =







d1 d1 d1 −2 + d1

d2 d1 d1 d1

d2 d2 d1 d1

d2 d1 d1 d1






,

��
 dl
��������
� ����	���
 ����'
�	� �	�� O(N−l), l = 1, 2.

�� ����'
�� ��� ����� Ã0
� �
)
�	
 ��������� � �������$� � ����� E 	 H � ��
�
��
'	��$�

� �
� ��� �������� ���������� ��������	� �
�����
��� ��� �����	 (�)	 ����� ����� ��� �
)
�	

R(t) �	%%
�
�&	������� �����
�	� ��� ����	& Ṙ = MR � ��������� �����	
� R(0) = 1 � �����
�� 	�

� C(t) = RC(0)� ����	&� R 	�

� �	� exp(Mt)� �� � ��)
� �����
 ����	&� Ã0, E,H

�

������	����� ��� ��� �� �
 ��'
� 	����������� ����������
 ���$���� ��� ������
���� �����
�����	���� � ���$ ������$� ���� ������� �
)	�� ������ (�)	� ��
�
��
��� ������� E 	 H �
�������� ����	&� M � ���������� ������ ��	��	'
�	� ���
� ���������� �	'
�

�
�
�� ��$�
��� �
��&	�������� �����
�	
� Ċ(t) = AC(t) � ��������� �����	
� C(0) = c0
�

���
��	��� ����
��	$ �����
& 	 ������� ������
�� 	� ���
$� �� �����	� ����� ����	&� A0
�

������
�	��	�
���
 �����
�	
 ��� A0
���
� λ3+ 8

N λ− 16
N2 = 0 	 
�� �
���
��
 �
)
�	� � ���������



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

O( 1
N ) ���
� λ1,2 =

+
− 2

√
2i/

√
N � ����������
 ���	��
�	� ���� ��	��	'
�	� �
)
�	� �	��

b = 1
2 − 1

2 cos 2
√

2t√
N
,

a = 1√
2N

sin 2
√

2t√
N

+ 1
N cos 2

√
2t√
N
,

α = 1
2N cos 2

√
2t√
N

+ 1
2N

������

� ��������� |O( 1√
N

), O( 1
N ), O( 1

N
√

N
)〉� ����	���� b 	� ���� 	�

� �	� � ����
 t1 = π

√
N

2
√

2

��
 b(t1) = 1
� ��������� O( 1√

N
)� ��	�	���� ��� ����� E 	 H � �
)
�	
 ���� �� ������
�� ��� ����	����

	������� �������	� |e1, e2〉 
��� 1 − O(1/
√
N) ����
 [π

√
N

2
√

2

] )���� ������
������ �����	���� ��� �
√

2 ��� �
��)
 ��
�
�	 ����
�����
������ ���������� ��	����
������� �����	��� � �������������� ���	�� E1 = |e1e2〉� E2 = 1√

N
|e1N2〉� E3 = 1

N |N1N2〉�
E4 = 1√

N
|N1e2〉� ����	&� Z � ���� ���	�
 ��	�
� �	�

A1 =








1 2√
N

4
N − 2√

N

− 2√
N

1 2√
N

4
N

4
N − 2√

N
1 2√

N

− 2√
N

4
N

2√
N

−1







.

������	��
� ��'��� ���� ��	�����# ��
���������	$ � �����	��
 χ2k −→ χ2k+1 −→ χ2k+2
	 ����

����	� �
�
� B �����
������
�� ����	&� B0 = A2
1
� ���������� ��������� ��� ‖B[ π

√
N

4
√

2
]

0 |0, 0, 1, 0〉 −
|1, 0, 0, 0〉‖ = O( 1√

N
)� ��� ��� ���� ��	�
�
�	
 A1

�������� ��
�	�	�� �)	��� �� O( 1√
N

)�
������ (�)	 ��� �
����		 c̄i+1 = B0c̄i

	�

� �	� ˙̄c = (B0 − 1)c̄, c̄ = c̄0
� 	 
�� �
�����
��� 	�

�

�	� R = expBt � ��
 B = B0 − 1 � �� 	�

� 

B ≈ 4√
N







0 1 0 0
−1 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0







� ��������� O( 1
N )�

*���� �� ��'
� ��������	���� ������ ���
�&	� c̄ �� ���������������H1
����'�
���
E1, E2, E3

�

������	� D ����	&�






0 − i√
2

0
i√
2

0 − i√
2

0 i√
2

0




 .

����� �����	�
�	
 B �� H1
	�

� �	� 4

√
2i√
N
D � �
��� �	�
��� ��� D2k+1 = D � D2k = D2 ��� k =

1, 2, . . .� ��������
 �����	
 
��� |0, 0, 1〉 � ��������� O( 1√
N

)� ����'	� k = 4
√

2√
N

� ����� � ���������

O( 1√
N

) �� 	�

� |b, a, α〉 ≈ C|0, 0, 1〉� ��


C = exp(kiDt) = cos(kDt) + i sin(kDt)

= 1 − (kDt)2

2 + (kDt)4

4! − . . .+ i(kDt− (kDt)3

3! + . . .)
= 1 −D2(1 − cos kt) + iD sin kt

��� �
�
��
��� ��
� ����� �
��
�� ���������



���� ����	�

 ������ ������� �����
��� 
����

���

� ������ ��

����� �	�			
	���� ��	������ 		������ �	� ��

�
�
�� ��$�
��� �����
��$ �� ��� ���	��������� k � ��������	� �����&	� ����	���� 	�
�
��
�
��� ����� k �������� �������� ������
����� ����� χi = ai

0|N1, N2, . . . , Nk〉 + ai
1|e1, N2, . . . , Nk〉 +

. . .+ ai
k|e1, e2, . . . , ek〉 +Ri

���� ����
�
� ������ ��
 Ri
���
�'	� ������ ���	���
 �������	� �	��

| . . . , Np, . . . , eq, . . .〉� ���
���
���
 ����

�	
 ��
������ ��� ���
�

Zk = (−1)kW(k)R(k)
0 W(k)F (k),

��
 W(k) = W1

⊗
W2

⊗
. . .
⊗
Wk

⊗
I � ��'��$ ��
 ��
����� Wi

�
$����
� �� xi
� i = 1, 2, . . . , k �

R(k)
0 = R01

⊗
. . .
⊗
R0k

⊗
I � ��'��� ����&	� %��� ���
$ �R0i

�
$����
� �� xi
� i = 1, 2, . . . , k �F (k) =

F1

⊗
. . .
⊗
Fk

⊗
I � ��'��$ Fi

�
$����
� �� xi
	 	��
��	��
� ���� ei

� 	�
��	���
 I �
$������ ��
��&	��
�

����� ����	&�A ���
�
��
� �����&	� ���������� �������	� � ������
����� �����	��
 ��� ���
χi = Aχi−1

� A ��
�������
� ��
����� � 2kn��
���� �����������
� �� �
��&	��
� A �� ��
������
Ar

� �
$�����

�� �� k + 1��
���� �����������
� ����'�
���� �
������	
|N1, N2, . . . , Nk〉, |e1, N2, . . . , Nk〉, . . . , |e1, e2, . . . , ek〉� �
�
�� ��
�����	� Ar

��� Ar = A0 + B � ��
 A0
��� ����	�� �	��









0 2 0 . . . 0
− 2

N 0 2 . . . 0

. . . . . . . . .
� � �

. . .
0 . . . − 2

N 0 2
0 . . . 0 − 2

N 0










. ������

��� ����	&� 	�

� ��� �
���
��# ��
�
��� � � ��� ������$ �	�������� 	 − 2
N

� ��� �
$� �

����
� (k+1)×(k+1)���	�
�� ��� �%%
�� �
���&		 A � Ar

	 ����� B � ��
�
��
'	��� ��� k > 2
���� %��� ��'�� ��������� 	�������� 	�
��&	����
 ��	��	'
�	� ���� �

����� � �����
 �������
�����&	� ����	��� ��'
� ���� ��	��	�	�
���� ��
������
�� � �	�
 �
)
�	� �����	 (�)	

˙̄a = Aā, a(0) = |N−k/2, . . . , N−k/2〉, ������
��
 ā(i) ≈ |ai

1, . . . , a
i
k〉� i ����������
� �� ��	�
�� ��� k �

√
N �


���
������ ������
������ �����	��� ��� �� ��'�� 	����������� ��� �����	��&		 ���	��
�	$
� ������	�
����� �����	�
��	� ������
�	����� (����	�
��	$ �	� ������
�	��� �
 	�������
�
��������� ������������ �
'�� ������	 ���&
������	� �� ��'
� ��
�	�	�� ���	����	�
�������
�� ��
� ������	�
����# �����$����

�!#�)!�� �#+�()���� �#!"$�
���
���
���
 ����

�	
����
� ��
�������
� ��������� ����
��� ���	�
��	# %����� ���	�	 ��
�
�	����� �	��

∀x1∃y1∀x2∃y2 . . . ∃yk p(x1, y2, . . . , xk, yk) ������
���
�
����� ���������� %������ ��� ������ 	 ���
� ����	������ � ���� �������%
�

����� N = 2n ��
 ����
' x1y1 . . . xkyk
��	����
'	� {0, 1}n �

�)#!)"� � ���
����
� ��������� ��������� ����
������ ���

��	������ ���	�
���
����
����������
 ������� ���� ��
 
� ��
��O(

√
N)

� ������	
���� �
���������� ������
 � �������

�����
� (Cn)k ������
�
���� 
������� � �������� ��
 ��������� C 
������ �� �
���������
�������



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

���
�	�� ��� � �����
 ����� ��������� ��� %������ �	�� ��� ��'
� ���� ����
�
�� �� ��
��
������� √

N(logN)k−1 � ������ ���	� ������
�
���� �������� � ������� ��
��
�� ������ ��
�	�	�� ��� ����

�	
 ������
�
���# �������� ��
� ��
�� �����
������


 ��
��)
�	
 ��

��
��
�
�	� ��� ��� ����� �	�� ��	��� ���
�)
��� 
��
���
�����

��� �
��
�� ����
��� �
��	�	������ ��	�
�	
� �����	��� ����
�� �
�� � ���� ��� 	�
�
	�%����&	� � P � ����� ��
����
�� �
�
�
�� ��������� ∀x∃y � �� ���'�� 	����������� �	���
�����	�
���� ���&
���� ��� ����
� ��������� 
�� ��� ������������ � ����
�����
����� ��	�
�
�
�		 �
������$ �����$ ��������� � �����# ������#� (����	�
���� �
��	��&	� ���$ ���&
����
�
�
��
��� ���� ��
�� O(

√

|yk||x1||y1| . . . |xk|) ��� ����	�
���� ����)
 √
N �

(�� �����	�� ���� ���&
�� �� ��������� �������
�
� ��� ����'��
��� � ��
���

� �������%
�

��� ��������� ������������
����� �����	�� ���	��
�	� � ����$ ������������$� �����
��� ������$ ����� ���� ������	�
�� ���'�� ��������� ��� ������������ ������
�
��� ��� �����# ����
�	$ ��	# �����
����� ��
�
��	��&	� ����� ����� ����
��
��� � ��
�	���$ ����������� (�������$ �����	�� ���'
� ��
���
���	�� ���
����	&	� ∑

i

λiei
���	���# �������	$ ei

� ���	 ������������ ���
�'	� ����
'������

	��
�
�	�� ��� ��
��
� �	��� �����	�
��	# ���&
���� �� ���'�� ������	�� ��� ������������
�� ��'��� ei

���
����� ��� ���� ���� ��
�
�	 ��� � �����	�
���� �����
� ����	�� ��� ����� ��
���$�
$ �
�
� 	�����	�� 	��
�
�	� 	� ������������ �� ����� �
����������� ����� 	�����������
��������$ ������
�	�� ��� �����
�	� ���	��
�	$� �� ���'�� ���'
 ��
��
�	�� ��
&	������

�	��� %���� ��#����# �����# ��� ��)
$ �������������
��#�'�()'�)��� �
�
���
���� ����	��
����� 	��
� ε ξε ���
��	�
� ����
 ��������
 χ �

�����
������ �����������
� 	�� ‖χ− ξ‖ < ε ��%!) )�)'�) ��������� ��������� ��	�������� ������� f : {0, 1}n −→ {0, 1} � �
�����
������ ������ perr


��� ����� ��������� ��������� �
�����
 �������� �� ������� ���������
x ∈ {0, 1}n 
��� ����
�����
������� ��������� ��
������� ����

ξ0 −→ ξ1 −→ . . . −→ ξT ,

��
 ξ0 = |x, 0〉, ξT = (ξ̃
⊗ |f(x)〉)ε,

��
 ε < perr/2, ε 
������ ��
x �

*���� 	��
�
�	
 ���
����� �������	� ξT ��
� f(x) � �
���������� ����)
$� �
� 1−perr
���	����

��$ �����	�� ��'�� 	����������� ��� ������������� ��� ��� �������	
 ∑
i

λi|xi, 0〉 ��
������
���

� ∑
i

λiξ̃i
⊗
f(xi)〉 + ε̄, ��
 ε̄ =

∑

i

λi ε̄xi

	 ‖ē‖ < p
√
N/2 � ��
 N 
��� �	��� ��
# ���	���# �������	$�

��	�
�� ��� ���
�� ��
�
�	 T ��� ���&� ��	������� �����	��� ���	��
� �����

 �����	�
��	�
��������� ���� ������ ������

��� ��	������ ��������� ��	
�
��)
$ ��	'�$)
$ �����
$ ���
� ������
�	
 ��	������� �����	��� � ��
�
�
� O(

√
N1)

� ��� �����
������$ �����	 ��#�'�
�	� ������ x� ��� p(x) 	��	���� ��� ������� ��
�	��� p, N1 = 2|x| �
�!) �#�)'�) � ���
����
� ��������� ��������� ����
�������� �
�
��� �� |0, 0, . . . , 0〉 �
|0, 0, . . . , 0, γ〉ε

� �������� p ��
 γ = 1

��� ∃x p(x) � 0

� ���� ���	���� ���� �������� ��
��
�



���� �
����
�� 
��
����� ����
 ��
√
N1

����� �
Mn

�����
����� �
p
������
�
��� � ������
�
� M(n + 2) + 2

����� ������� ��

M = log(1/ε) �

�������
������
������	� �����	�� ����
� ���� ���
���� 
� �����	� 	� ��
���
	# )�����
�� ����� ���
�� m �
�� ����� ����
�	� ����������$ �
�
�
���$ χ � �����
�
�
���$ ������
��� �� {1, 2, . . . ,m} �
��������
�	
 ����
�������� ��
���������	�WF0WFp χ ��� �� ��������� �������		∑

j

ej/
√
N �

�� *��
�
�	
 �
���������
��� ��)
$ &
�	 ���������� �����m =

√
N1

� � ��	� ����
�	
� ��
��
��
 ����
�	
 x ������
���
��	 	��
�
�		 ���
����� �������	� � �
���������� ��	�
��� 1/2 ���� ��)
�� ��� ���
� ��'��
����� �
#�	�
���� �
����

�)""� � ��� ������ m = 1, 2, . . .
���
����
� ��������
 ��
����
�����
� ���������

 �
�
����

|0 . . . 0〉 −→ . . . −→ 1√
m

∑

χ≤m

|χ〉,

��
 χ 
��� ����������
 	���� � 
�� �������� 
������
�������
������ ���$ �
���'��$ �
��� ��
��������
��� �	���
�� �
�� ���'
 ��'�� ��$�	 �

�����
 ������
� �	�� �
��� � �� ��'
� ������	�� ������ ��� �����	��� ����
� � ����
�� ��	�������

�����	����
�
�
�� ���
�
� M �
���	�	��# ������ �� 2n ���	� ��'��$ 	 ������	� ��	������ �
��	�

�����	��� ����
� �� ��'��� 	� �	# �
���	�	��� �� �����	� �������	
 |0 . . . 0〉⊗ |x1x2 . . . xM 〉
��
 �
������� ������ ��'���� ����� ���	��� �

xi =
∑

j

λjej ,
∑

p(ej)
����

|λj |2 ≈ 1/2, ������


��	 ����
 ej
��

����
�� ��	�
��� ������ ��� p � �� ��#��	� �������	


|0 . . . 0〉
⊗

(
∑

j

(λj |ej〉
⊗

|p(ej)〉))
⊗

. . .
⊗

(
∑

j

(λj |ej〉
⊗

|p(ej)〉)), ������

��
 p(ej) ∈ {0, 1} 
��� ����
�	� ���������
����# ���	�� ��
�� �� ��	�	��
�� ��� ������ p �������
'�
� |a, b〉 � |a, b+ p(a) ���� ��〉�

�)""� � �
��� ���
����
� ��������� �������� � ���
���� ��
�
���� ���	������� ����
�
��������� �
�
��� |σ1σ2 . . . σM0M+2〉 −→ |σ1σ2 . . . σM0M+1σ〉� ��
 ∀i = 1, 2, . . . ,M σ, σi ∈ {0, 1}
��� σ = 1 �

� ∃i ∈ {1, . . . ,M} : σi = 1 �

�������
������ �
��� ��



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

��������	� �����	�
���
 �����	��
 ��
���������	
 f � ��
�� ���	���	 
| ������� ����������� ��	���� 〉� ����
 ���

| 0 0 0 〉 f−→ | 0 0 0 〉
| 0 0 1 〉 f−→ | 1 0 1 〉
| 1 0 1 〉 f−→ | 1 1 1 〉
| 1 0 0 〉 f−→ | 1 0 0 〉

����
 ��
���������	
 ��'
� ���� ������� ��	������� ��� ��� ��)	 ��
�����	� � �
�� ���������
���	���� �������������� ���	 �� ��	�
�	� 
�� ����
�����
����� ��� ��� �� )��
 ���
� i ���	�
����������
��� ����
��� ����
��	� ���������
����� ���	���� ���	� ����������� ��
��� i �$ �������
���
����$ ���	�� � ���	���� ��
��� 	�
� ��� ���
��� σi

� 	 i = 1, 2, . . . ,M, �� �����	� �������	

|δ1δ2 . . . δMδM+1 . . . δ2Mσ0〉� �
�
�� �
��
� |δ1δ2 . . . δ2Mσσ〉 �
�
� |σ0〉 −→ |σσ〉, 	 �����
& �������
�
��
 �������
 ����
�����
����
 ��
���������	� � �������� ������
� ��� ��
� |σ1σ2 . . . σM0M+1σ〉��
��� � ���������

�����
� ��	�����$ �����	�� 	� �
�� � ������� �
�
�� ��	�
�	� �
��� � � �������	� ���
�� ���������
�����	 ���	���	� 	�����
	�	 ���� σ1, σ2, . . . , σM

� �� ��� ��� ���� �������	


(|0 . . . |0〉
⊗

(
∑

j

λj |ej〉
⊗

|p(ej)〉))
⊗

. . .
⊗

(
∑

j

(λj |ej〉
⊗

|p(ej)〉))
⊗

γ)ε.
������

�� 	�

� M �
���	�	��# ������ �� n ���	� ��'��$ 	 �������
� ��) ��	�����$ �����	�� ��
��
# ��	# �����# �
���	�	��� ������� �� ��$�
� ��
��
��
 ����
�	
 x �� ���$�
$ �
�
 � �����
	� ������ � �
���������� ������� 1 − 1

2M
� ����	�� 
��	 	�

��� ����
�	
 ������	��$ �
�������

��	 �)	��	 ε � M = log 1
ε

���
� ����������� �����
&� ��	�
�	� �� ��
� ���	��� ����
 γ � ���
��
���������	�� �������
 � ����
�� 	 ��$�
� (|0 . . . 0γ〉)ε

�
��
���'
�	
 � ���������
��#�'�()'�) ���
��	�� ��������� �������� �
 ��
���	
��� � � �������� p

	
�

 �����
�p��
���
�	�� ��� �� ��'
� ������	�� ����
� ��� ��	�����$ �����	��� 
��	 p ��� ���� ���

�������������

��� ������� ���	�	 ����	�����
��������	� %������ ���	�	 ��
�	����� �	�� ���� ������� ����

�	
� 

 ����
��� %������ ��
���������	 �
�
�
����	 z1, z2, . . . , zq

�	��

∀x1∃x2∀x3 . . .Qk−1xk−1Qkxkp(z1, z2, . . . , zq, x1, . . . , xk). ������

��
 Q1, Q2 ∈ {∃, ∀} �

�!) �#�)'�) � ��
���	
��
 ���
����
� ��������� ��������� ����������� �
�
���

| z1 . . . zq0 . . . 0〉 −→ . . . −→ | z1 . . . zq0 . . . 0γ〉



���� ������
�� �������	� ������� ��


� 2

1
2

k∑

i=1

|xk| ������ ������
����� (Mn)k ������
�
���� 
������� � �������� ��
 ��� ������� 
���
	
��� ��������� �
�
�
���� z1, . . . zq

γ =

{
0, �

�
(5) ����,

1, �
�

(5)
�����.

�������
�������
*����&	� �� k � 	��	�� k = 0 � ���������� �
�
��� "��� ��
�����'	�� ��� ���
�'�
�	
 �
���

�������
�	� k � �
��)
�� ���������� ����'
� 
�� ��� ������� k � *�����	���� �	���
�� �����	�

� ���� ��� ��

����
� ��	�����$ �����	�� � ��
�
���$ ���'������ 2

1
2

k−1∑

i=1

|xi| � 	��������
	$ �

���

 �
� (Mn)k−1 ������
�
���# �������� � ������� p 	 (Mn)k−1 ���	�� ������$ ���	���
�
%���&	�
z1, . . . zq, xk −→ T1 ∈ {0, 1} � ��
 T1 = 1 ����� 	 ������ ������ ����� ∀x1∃x2 . . .Qk−1xk−1p(z1, . . . , zq, x1, . . . , xk−1, xk)�

������	� ���� �����	�� �
�
� �

k−1
� ��)� &
�� � ������	�� ��	�����$ �����	�� ��� %���&		

z1, . . . , zq −→ T ∈ {0, 1} � ��
 T = 1 ����� 	 ������ ������ �����
∀x1∃x2 . . . Qk−1xk−1Qkxkp(z1, . . . , zq, x1, . . . , xk)�
��������	� ��� �����# �������
��$(�� � Qk


��� ∃� � ����� ��
��
��$ �����	�� � ��� �����
 ��
k−1

�� �� ��
���'
�	� �
���� �����	�� ��
��
� 2

1
2 |xk| )���� � Mn ������
�
����	 ��������	 � �

k−1
� ��'��$ 	� ������#

�� 	�����	����� ��
�����'
�	� ���
�'	� 2

1
2

k−1∑

i=1

|xi| )���� � (Mn)k−1 ������
�
����	 ��������

�	 � p � ���	� �������� �� 	�

� ��
��
��$ ��	�����$ �����	�� � 2

1
2

k∑

i=1

|x1| )����	 	 (Mn)k

������
�
����	 ��������	 � p � �	��� ��
��
��# ��� ����� ���	� ���
� ������� (Mn)k �
��$(�� � Qk


��� ∀�
��
�� ��
��
��� �����	���� ���
� ��� ������
 ���� ��

k−1
���� ��
 ��� ����
��� ���	�

&��	
� 0 −→ 1, 1 −→ 0 � ����
��� ��������
���� ���
�'�
�	� � 	����������	
� 	�����	���$
�	���
�� �
��
��� ��� '
� ��� 	 � ��
����

� �����
� ��
���'
�	
 � ���������

�
��
�� ����
��� ������� �����
� ��
���'
�	� �� �
��
�� ���������

��	 �������	� �����	��� 
������

��������	� ���

 ��
�� %�����	����� �����	 ���������� ��	���� ��	 ������$ � ��� �����m �	���
�������	$ ���'
���� N1

�������# �������	$� ������
 �
 ����� ����

 ����
������� 	��
�
�	��
��	 	��
��		� ���'
���� N2

&
�
��# �������	$� ������
 ���
����� �� π � 	 �������� �
)
�	��	
�����
�	� f(x) = 1 � 	 m − 2 ��
# ����	# �	��� �������	$ �	���� �����
����
��� N3, N4, . . . , Nm������
 ����� �������	������ �� �� m − 2 ����	���# ����� d1, d2, . . . , dm−2

�����
����
���� ���
���
��
� ��
�
��� 	� ���'
���� Ns

��� ��� Ns = {xj
s; j = 1, 2, . . . , ls} � s = 1, 2, . . . ,m � �����

&
�
��
 �������	� ����� x1
2, x

2
2, . . . , x

l2
2

� 	 �	��� ��
# ���	���# �
������ m∑

s=1
ls = N 
��� ����
��

����� ��������� !	���
����� ������������ H � 
������	� ���� ��������	�������$ ���	� H �
�
�
N̄ �



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

��)
 ��
�����'
�	
 � ����# ��������� ��'�� �
�
%�����	������ ��� �����	�
�	
� ����'
��
��
 �� ��	�����
 ��
���������	
 U ������
 ���
� 	����������� � ���
�
�
�		 ��� ��
��� Itar

�
����� U ���
� ��	������ ��
���������	
� �� H � ������
����	 �
������	 xs

j s = 1, 2, . . . ,m, j =

1, 2, . . . , ls
� 	 ������
����	 ����
�	��	 ��
# x2

j
� ������	 −1 � � ��� ��
# x1

j
� ������	 1 � � ��� ��
#

xs
j
�s ≥ 3� ������	 ei(dk−π), dk ∈ [0, 2π)� ����� vk = eidk �

��
�
�	� k ��� ����$ 	��
��� ��	 ������� dk

����	���
�� ����� d = dk
� 
��
�
�	� γ =

√
l2
N

�
����'	� γ −→ 0 (n −→ ∞) ��������� 	���
 �����
�� ��'
� ���� ��	�	����� �
)
�� �� �����
�	�
���� �������
�
 �	 ��	�
�
�	
 ���������� �������
�� �
 	�

� ������� �
�
�� ���
�
�	�
ej = 1√

lj

∑

x∈Nj

|x〉� ���	� �������� ����	�
� e2 ���
� ���
����	&	
$ ��
# &
�
��# �������	$ � ����

���	 ����	�����	� 
��
�
�	� 0̃ ��� 1√
N

∑

x∈N̄

|x〉� ��� �������	
 ���
� ��������� ��� ��)
�� ���
���	���� 
������	� �
�
� H0

���������������� ����'�
���
 ��
�	 �
������	 ej
� �����&	� �
��

���� �������	� ���
� ���

�	
� � ���� m �
���� ��������������
� *� ��)
�� ���
�
�
�	� �����
��������������� �
����
����
��� ���
��
�� ��� ��������$ �
���� 0̃ ��	����
'	� ����� �������
���������� � �����$ ������� �
$���	
 Itar

� �����	�
���
 �� H0
���
� ��������� � �����	�
�	
�

��
���������	� Ie2

�� H0
�

��) �������$ �
������� ���
� ���	��

�)#!)"� � ����� l1/N −→ 1� (N − l1 − l2)/d
√
Nl2 −→ 0�

√
l2
N = o(d) � t =

[

π
4

√
l2
N

]

� �����

��
���������
 ��
����
������ I0̃U �
����
�
���
 � 0̃ t ��
� � ����
������ ������
��
�� ����

��� ��������
 e2 � ��	

���
� �
���������� ������ � n −→ ∞ 
 �

�� ���
� �������� � ����������������H0
��������� ������������� I0̃ 	 U ��#����
� ��� �������

���������� *�
� �������
������ ��
���
��� �� �����	��
� ������
���
 �
����� 	 ������
���

����
�	� ����	&� G = −I0̃U 	 �����	� 	# � �����
������
	�	 ������
����	 �
������	 	 ����
�
�	��	 ����	&� ������������ ��� � ��
������ I0̃Itar

� 
��'
���� ��� ����
���
 ���������������
�� H0

����'�
���
 �������	��	 e2
	 0̃ � � ���'
 ������
���
 �
����� 	 ������
���
 ����
�	� G

����� ��������� � ������	����	 �
�	�	���	 ��� ��� � ������$ ���������� ��� ������
�� ���
���
�
�	
 	�
��&	$ G ���
� ���	� '
� ��� 	 ���� *���	 ������	� �����&	� �
����� �������	��
����'��
��� ��)	� �����	����� ��'
� ���� � ������$ ��������� ��	���� �����&	
$ � ����
����
��������������
� ����'�
���� �
������	 e1 	 e2 �

����� �����	
��
 �	����
�!�����)''#) �&(���)'�)

����)���� ����� ����� �������%� �����

��� � ��������� �������
������ �
��
�� �� �� ���
�
���	����� ��
 ����	&� � ���	�
 e1, e2, . . . , em

��������������� H0
� 
��
�
�	� 〈0̃|e2〉 =

√
l2
N = X �

〈0̃|ej〉 =
√

lj
N = Yj−2

� j = 3, 4, . . . , n � xj = 2Xj
� � ���� �������%
 �� ���
� ��������� ��
 ���	��

�
�	� � ��������� �� m∑

j=2

lj/N
� 
��������	
 ���������	 ������ ���#��� ���
� ���� � ��
���

�

�������%
�



���� ������
�� �������	� ������� ��

����'	� ∑

j≥2

lj/N = ε � �� 	�

� 0̃ = (
√

1 − ε,X, Y1, . . . , Ym−2)
T �
√

l1
N =

√
1 − ε = 1 − ε

2 +

o(ε)� ����� 0̃ ≈ 0̃app = (1, X, Y1, . . . , Ym−2)
T � ��������� �� O(ε)� ��
 ��������	
 �
'�� �
������	

�&
�	��
��� � !	���
������ �����������
 H0
�

�
����
����
��� 	� ���
�
�
�	$ ��
��
�� ��� H0
����
��� ����������������� 	����	������

�����	�
���� ��
������� U 	 I0̃
� � m �
���� ��������������
 H0

����	&� ��
������ U ���
�
	�
�� ����$ �	��

U =









1 0 0 . . . 0
0 −1 0 . . . 0
0 0 −v1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 −vm−2









.

����� ��$�	 ����	&� ��� I0̃
� ���� ��������������
� �� ��
�����	� ���� ��
����� � �	�
 I0̃ ≈

I0̃app
= V −1Ie1V

� ��
 ����	&� V ������� ��� V 0̃app = e1
� ��� ���	�#��	� ������� ��� V −1Ie1V 0̃app =

−V −1e1 = −0̃app
� �
����
����
��� ����
��
���� ��� ����	&� V 	 

 �������� 	�
�� �	�

V =









1 X Y1 Y2 . . . Ym−2

−X 1 0 0 . . . 0
−Y1 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−Ym−2 0 0 0 . . . 1









,

V −1 =









1 −X −Y1 −Y2 . . . −Ym−2

X 1 0 0 . . . 0
Y1 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ym−2 0 0 0 . . . 1









.

��� ��	����������� �� ���� �����
���� �� ���� �� ��� ���� �������� �� ���

 	�

� 

Ie1 =







−1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .







* �
�
�� �
����
����
���
 ����'
�	
 ����	& ��
�

I0̃app
= V −1Ie1V =









−1 −x −y1 −y2 . . . −ym−2

−x 1 0 0 . . . 0
−y1 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

−ym−2 0 0 0 . . . 1









,

G = −I0̃app
U =









1 −x −y1v1 −y2v2 . . . −ym−2vm−2

x 1 0 0 . . . 0
y1 0 v1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ym−2 0 0 0 . . . vm−2









.



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

�#('#��� %!�����)'��
�
�
�� �� ����'
�� ��� ��� &
�
$ ��	��	'
�	� ��� ��)� �������� �� ε ����������� �� ���
�
�������� � ������$ ����	���$ �����$ �������$ ���
������

‖A‖ = max
‖x̄‖=1

‖Ax̄‖.

�������� ��)
�� ��	��	'
�	� G = −I0̃app
U � �����$ ����	&
 −I0̃U ������� ���
� ������������

�
�
� Gexact

��� ‖G−Gexact‖ = ‖U‖‖I0̃ − I0̃app

‖ = ‖I0̃ − I0̃app
‖ = ‖0̃− 0̃app‖ = O(ε)� ��
�����
�����

G 
��� ��	��	'
�	
 �� Gexact
� ��������� �� ε � 	 �� ��'
� ��
�����	�� 

 ��� G = Gexact +∆� ��


‖∆‖ = O(ε)������ t =
√

N
l2


��� ������� �	��� 	�
��&	$ � ���� 
&
�	� �	��� ν = t∆ =

∑

j≥2

lj

√
Nl2

����	

l2 = O(
∑

j≥3

)� �� ��'
� �����	�� l2 	 	�������� �����	
 �
��
��� �����	�� ν = o(1)� � ����	����

�����
 ∑
j≥3

= o(l2)
	 ν ���
� �������

√
l2
N

��� ����� o(1)� ����	�� �� ��
# ������# ν = o(1)� ����� ��

	�

� Gt = (Gexact + ∆)t = Gt
exact +O(t∆Gt−1

exact) = Gt
exact + o(1)� ��� ����	�� ��� ��� 	���
����	�

���
�
�	�Gt
exact

���
� ���������� 	����������� ��	��	'
��	
G �Gexact
� ��� 	 ����������
� ��)	

���	��
�	��

����� �	����
��
 ��
���
���� ��	�
���
����� ��$�	 ������
���
 ����
�	� G� ��� ��
��
� ������� ����	���� #�����
�	��	�
��	$ ����
����
� pm−2(λ) = |G − λI| � ��
 I � 	�
��	���� ����	&�� ���
�� �
)�� �
����
���� �����
�	

pm−2(λ) = 0 � �� ��$�
� ������
���
 ����
�	�� �� 	�

�

pm−2(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 − λ −x −y1v1 −y2v2 . . . −ym−2vm−2

x 1 − λ 0 0 . . . 0
y1 0 v1 − λ 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ym−2 0 0 0 . . . vm−2 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(−1)m+1ym−2vm−2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x 1 − λ 0 . . . 0
y1 0 v1 − λ . . . 0
y2 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
ym−2 0 0 . . . 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (vm−2 − λ)pm−3(λ) =

y2
m−2vm−2(1 − λ)(v1 − λ) . . . (vm−3 − λ) + (vm−2 − λ)pm−3(λ).

��� ��
� ��
���


 �
����
����
 ������)
�	


pm−2(λ) = (vm−2 − λ)pm−3(λ) + y2
m−2vm−2(1 − λ)(v1 − λ) . . . (vm−3 − λ). ������

*�������� ���	� �
����		 
−p1(λ) = (λ−1+ ix)(λ−1− ix)(v1−λ)+v1y

2
1(1−λ) �� ��'
� ���
��	 	� ��������� �����
�	� ��� �



���� ������
�� �������	� ������� ��

����
�� �
����
����
���# ��
���������	$ ��
�� %������ ��� #�����
�	��	�
����� �������
�� 

pm−2(λ) = (λ− 1 + ix)(λ − 1 − ix)(v1 − λ)(v2 − λ) . . . (vm−2 − λ)+
v1y

2
1(1 − λ)(v2 − λ) . . . (vm−2 − λ)+

v2y
2
2(1 − λ)(v1 − λ)(v3 − λ) . . . (vm−2 − λ)+

. . .+ vm−2y
2
m−2(1 − λ)(v1 − λ) . . . (vm−3 − λ).

������


������	� �
���
 �����
��
 � ��� �
�
� p0(λ) = (λ− 1 + ix)(λ− 1− ix)(v1 −λ)(v2 −λ) . . . (vm−2 −λ)�
��� ��� pm−2(λ) = p0 + δ � ��


δ = v1y
2
1(1 − λ)(v2 − λ) . . . (vm−2 − λ)+

v2y
2
2(1 − λ)(v1 − λ)(v3 − λ) . . . (vm−2 − λ)+

. . .+ vm−2y
2
m−2(1 − λ)(v1 − λ) . . . (vm−3 − λ).

��� ������
�� ��� pm−2
	 p0(λ)

���	��
��� ������ ���	��� �� δ � (���	 p0(λ)
����� λ1 = 1− ix, λ2 =

1 + ix, λ3 = v1, . . . , λm = vm−2
� 
������	� ����	 pm−2

�
�
� λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃m
�

�
�
�� ��� ��'�� �&
�	�� ����	�	
 �
'�� λj
	 λ̃j

� 	�������� �&
��� δ � ���
������	 ���#
����
$ λ1,2

������
 	����� ������� ���� � �	���	�
 ��������	��
���� �����	����
���
�	�� ��� |λ1 − λ2| = o(|vj − λ1|)� � �����$ ������� |λ1 − λ2| � δ2 � ��) ���	��� p ��'��

��	��	�	�� �������	���� ���	����� q �� ����)	� ���%%	&	
����A = λ−v = Ω(d) � ���
������	
λ1

	�	 λ2
���	��� |λ1 − λ2| � ���	������� q ����� �������	����� ���	���� � ���$ ���
������	 
���

q = γ(v1 −λ) · · · (vn−2 −λ)� 
������	� ����	&� �
'�� ������	 �
�
� σ = |λ1 − λ̃1|+ |λ2− λ̃2| � �����

σ = O(δ/q′) =
m−2∑

j=1

vjy2
j (1−λ)

γ(vj−λ)
� *�������� ���
����� vj − λ = O(dj)

� 1 − λ = O(γ)� �� �������
�� ���

σ = O( 1
d

∑

j≥3

lj
N ) ��� 
��� o(γ)� ��������� �� �����	� �
��
�� ∑

j≥3

lj = o(d
√
Nl2)

� ��
�����
�����

λ̃1,2 = 1 + −ix+ o(γ)� λ̃3 = v + o(γ)�

����� �	����
��
 ��
���
���� �
������
������� ��$�
��� ������
����	 �
������	 ��� ���# �
���# ����
$ λ̃1,2 = 1 + −ix+ o(γ)�

��� λ = 1 − ix + o(γ)� ����� ������
���$ �
���� 
��� �����
& �	�� ā = (a, b, w1, . . . , wm−2)
T �

�	��
�� �	�
$��# �����
�	$� ���
�
���
�� ā 	�

� ����� %���� (G − λE)ā = 0̄ 	 ��'
� ����
���	���� � �	�










ix −x −y1v1 . . . −ym−2vm−2

x ix 0 . . . 0
y1 0 v1 − 1 + ix . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
ym−2 0 0 . . . vm−2 − 1 + ix

















a
b
w1

. . .
wm−2









=









o(γ)
o(γ)
o(γ)
. . .
o(γ)









.

�
�
�	����� ��� � �	�
 �	��
�� �	�
$��# �����
�	$� ��#��	�






ixa −xb −y1v1w1 − . . . −ym−2vm−2wm−2 = o(γ)
xa +ixb = o(γ)
y1a +(v1 − 1 + ix)w1 = o(γ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym−2a +(vm−2 − 1 + ix)wm−2 = o(γ)



�� ����� �� ������� 
��
����� �������

��
�����'	�� ��� ������
���$ �
���� 	�

� �����	�
���� ������ ��� ������
�� ��� ��
 
�� ������
�
��� �����	�
����
)�� �	��
��� ��#��	� wj =

yja
vj−1+ix

���	�
��
� �����	
 �
��
�� 
√

l2
N = o(d)

	 �������
�� ��� wj = o(1)� 	 � ��������� �� o(1) a = i, b = −1 �
��� λ = 1 + ix + o(γ)� �����
������


 ���	��
�	
��
� a = i, b = 1 � ��������� �� o(1)� ���

wj = o(1)�
��� ��� ��
# ����	# ������
���# ����
�	$ �� 	�

� a = 0, b = 0 � ��������� �� o(γ)� ���������

�����
������
	
 �
����� ���'�� ���� ������������ ���������������� ����'�
����� e1, e2 �
*���� �� 	�

� ��
���
�� �	���&	� 

��	 n −→ ∞ � �� ������
���
 �
������ ��	����
'�
	
 ���������������� ����'�
����� e1, e2���	������ �� o(γ) �� �����
������
	# ������
���# ����
�	$ ������������ ���� 	 �����
�������


	
 ������
���
 �
����� ���	������ �� o(1) �� �����
������
	# ������
���# �
������ ���������
���� ���� ��� ����	�� ��� 
��	 �	��� t 	�
��&	$ ���
� ������� 1/γ � ��� 	 � ���� �� ����	&�
�
'�� �
�����	���
	�	 �������	��	 ��� 	 	�
�	��������� ��	�
�
�	� G ���
� ������� o(1)�
�
��
�� ���������

��� �����	� ����� �	
������� ���	�	���		
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��&		 ��������	�� ������	�
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F f = φ(λ) = 1√
2π

∫

D

e−iλxf(x) dx,

F−1 φ = f(x) = 1√
2π

∫

D

eiλxφ(λ) dλ.
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F f = φ(λ) =
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2π
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D

ei(2πω−λ)xf(x) dx.
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QFT : |a〉 −→ 1√
N

N−1∑

b=0

e−
2πi ab

N |b〉, QFT−1 : |a〉 −→ 1√
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2πi ab
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∑
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
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
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ρ






, ρ > 0, B) H =







ρ1 0 0 0
0 ρ2 0 0
0 0 ρ3 0
0 0 0 ρ4
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

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π
∑

l>j>k≥0

a′jakk

2j−k(j − k)
+ π

∑
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a′jbk(j − k)
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+ π

∑

l>j≥0
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∑
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bjbk(l − j − 1)

2j−k(j − k)
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∑
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���

������� 	# �
�	��	�
��	 � ������	 �
�	����	 ��� �����# ���	���� ������� ��������	�
�
���$ ���#���
�)�# ��$(��'&� %!#�)��#�
��� ��'���� �
���
�
����� ���	�� � ���
��� p ��������	� �����������	$ ���&
�� Ap

� �
�
�
�	���
	$ ���
��� ��
�
�	 0 < tp1 < tp2 < . . . < tpmp

< 1 � �
������$ %	��	�������$ ����������
λ� 1 ������ ��
 Ap

�
���	�	����
�
�� ������	� ��
��&		 ��� ��� ��'��� ���	��� � ���
��� p



�� ����� �� �����������
�� 	����� 
��
����� 
�	��������

� ���
��� tpm
����
�����
������ ���
�� � �������
� ��� ��� p� ���	��� 
��	� 	 ������ 
��	mp�
�
���� ���	� �������� ����
 ���$ ���&
���� ��'��$ ���	� ���������	� ���
 	�#����
 ����
�	
�

����	��
� %�����$ ���	�� ����'��
��$ ���$ ���&
����$� ���	���
$���	� �
'�� ���
�
����	
���	���	 �������� �
����������	� ��%	��	��
� �
������$ �
���
�
���$ ���	� 	 ����	��
� 
��
����� � %����
� �����	� 	� ���# �����
��# �
���
 ���	�#��	� 	���� ���	���
$���	� � ���
�
����
�	� � �����
 � 	���� ���	���
$���	� � �
���
�
����	 ���	���	� ����	��
� 	# ����
�����
����� ��
��	�� ����)�$ ��������	 λ �������������� ���&
��� Ap

����� �����	�� ��
�
�	 p$ ���	� ���
�
��#��	���� � �������		 a′p � � �����)���� �����	�� � � �������		 1−a′p � ��� ���	���
$���	
 � ���
�
�
���� ���	���� ���'
�� � j�� ���� ����� 1

2dp,ja
′
pa

′
j + 1

2dp,j(1−a′p)a′j �� 
��� 1
2dp,ja

′
j
� �� ��������	�

����	���
 �
���
�
���
 ���	�� � ���
���	 q 6= p � ��	�� �
���	�	����	 ���
���� ��
�
�	 ���
��
)
�	� ���� ��
��&	$ ��� p� 	 q� ���	���	 	 ����)�$ ��������	 λ� ��	 ���	�� ����� � ��'���
	� �������	$ �a′p, a′q

�� �a′p, 1 − a′q
�� �1 − a′p, a

′
q
�� �1 − a′p, 1 − a′q

� ��	��	�	�
���� �
��
��� ��
��
��
�
�	 �
�����	���
	$ ����� ���
� 1

4dp,q[a
′
pa

′
q + a′p(1− a′q) + (1− a′p)a

′
q + (1− a′p)(1− a′q)] = 1

4dp,q
�


�
	$ %�����$ ���	�� ���	�#���
	$ 	���	 ��	�����	� �
���
�
���# ���	���� ��#��	��� �
�
��
����	�����	
� ����
�	$ 	� ������� � 	 � ��� ��
# p /∈ {j, k} � ��� ���
�

1

2
[
∑

p/∈{j,k}
dp,ja

′
j +

∑

p/∈{j,k}
dp,ka

′
k] +

1

4

∑

p,q/∈{j,k}
dp,q.

���� ���	� ��'
� ���� �����
��	����� ������ �������	����	 ��
���������	��	 ��������� �
��
��
 ��� �����
��# ���	��� ������ �� ����
�	$ ���	���� � ����	
 ����

 �������������	� ��������
�� �����	�	 �#
�� � �
��
������ ���#���	���� ���	���
$���	
�� 	 �������	����	 ��
��&	��	�
��������
�� %�����$ ���	� �� dj,ka

′
ja

′
k

� ���	 ����� ��
�
���$ ����
'���� ∆t ��
��� 
�	�	&�
��
�
�	 � ���$ ���&
���
� �� �����	� %�����$ ���	� �� ∆t dj,ka

′
ja

′
k

� ���	 �� #��	� �����	��
���	� �� −∆t dj,ka

′
ja

′
k

� �� ������� ���'�� ��	�
�	�� ��� � j�� ���	��� ���
� ��
����
�� ����
&
����� ���
� ����� ��� � j�� ���	�� 	 �����
& ��	���	�� −∆t dj,ka

′
k

�������	���$ ��
��&	
$�
*���� �� ��'
� ��
���� ����$ ������� � %��
 �	�� c ·a′ja′k ��� �


���
����� c �
���	�	�� �� 
��
������ ���#���
�� ����	��&	� ��	# �#
� ���� %�����$ ���	�

∑

j,k

cj,ka
′
ja

′
k

�����

��� ������ cj,k � ����

�� ��	 ��
��&		 �
�
� 	 ����
 QFT−1 � ���&
���
 	� ��
����

�� �����
��� �� ����
��	��
� �����
��
 A 	 B � %��
 	 �����	� �#
��� �
��	���
�� QFT−1 � 
)	��	�
����	���
	
 � ���$ �#
�
� ���	�#���� 	� �����'��$ �
���
���
�����	 �����������	# ���&
�����
�
�
�	���
	# ���
��� ���
�)
�	� ��
��&	$ ���� � ���'
 	� ���	���
$���	�� ���	�#���

�� �
�
�
�		 ��	# ��
��&	$� 
�	 ����� ���� �	�	�	�	������ � ��
�	�
�	
� ��������	 λ 	 ��
��)
�
�	
� ��
�
�	 ��� ��
��&	$ �� �����
�	� � ������� ��
�
�
� ���#���	���# ��
���������	$�
���
�
��
��# ���	���
$���	
� dj,k

� 
&
�	� ���
��
�	
� ��������
 ��������	 ������ � ����)�$
���������� �� �����
�	� � ����������$ �
��	��&	
$ ��������# �����	���� �� �#
��# 	� %����
&	�������# ��
�
���#� ��� ���� ���� ��%	��	��
� 
�	�	&� ��
�
�	 ���� ��� ��	�
�
�	
 ����$
��
��&		 � �#
�
 ��
��
� 
�	�	����� ��
�
�	� ����� ��
�� ����
�
�� �� �����
 ������	
 	��
��
���� ��	�� δt 
�	�	&� ����� ��'�� ��������� ������ � ���
��� �	�� kδt ��� ������� &
����
k � �
���������� p = 1/λ� ��
 λ 
��� ��������� ���&
���� ����� ��
�� ���	��
�	� ����� T � 	
M = T/δt � 
)	��� � ���	�
 %��� ���	��
���
�� 	� �
���
���
�����	 ���$ ���
�	 �����$����
���&
���� ���
� δt D ��
 D 
��� �	��
��	� ����� �����$��# �
�	�	�� ��	�	���
	# ����
�	� �



���� �����
�� ��
	 � � �
����������	 p 	 1 − p ��� 
��� O(

√
M)� ����	�� �
�����	���
�� �)	��� ���
� �������

T/
√
M 	 ���'�� ���� ��
�
��
'	�� ����$� ��� ��� �� 	�

� T = O(logN) 	 �� ������
�

��� M = O( log2 N
ε ) ���
� ���������� ��� 	��
���

 ����$ ε � *���� �	���� ��� �
��� �����$��#

���&
���� ��
� �
����� ���

 �������	����� ���
��
�	� �� �����
�	� �� ����������$ ���
����
��� �����
 ������	�� � �����
 ���	# ������# �����	����� ��� ���� �
�
�� �� ����'
� ��	�
��
��������� ��
���'
���$ ���
�	 ��������# ���	��
�	$���
�����'	�� ��� ���	���
$���	
 �
'��
���	���	 ���	�	� ������ �� 	# �����������
����� �������'
�	�� ������
 �� ���
� ��	���� %	��
�	��������� ��	����
���
 �����	
� ������
��
 ���	 �� ���	���
$���	
 �������
��� � ���� ���
��� ���'�� ���� �	����������� ���	� ������� 
��	 j 	 k ���������� ���
�� ���# ���	���� ��
!��	�����	�� 	# ���	���
$���	� 	�

� ��	� 	� �	���

A) Hj,k =








Ej,k
1 0 0 0

0 Ej,k
2 0 0

0 0 Ej,k
3 0

0 0 0 Ej,k
4







, B) Hj,k =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 Ej,k






, Ej,k > 0. �

����

������� ���
�	�� ��� �����
 ���	���
$���	
 ��

�� �	�� ����� �� ��'
� ���� ��
�
�� � �	�� �����
�� ��	����
�	
� ���#���
	# �������	���# !��	�����	���� H ′

j,k
� ����	&� ������# 	�
�� �	��







a 0 0 0
0 a 0 0
0 0 b 0
0 0 0 b






,







α 0 0 0
0 β 0 0
0 0 α 0
0 0 0 β






.

��� ������� ��	���	� !��	�����	�� �	�� ����� �� � ����� �� 	 ��'
� ���� �
��	������ �������	
�������	����	 ��
���������	��	� ��������� ��
 �	���������
 ����	&� ������	����� ���
�	��
��� �����
 ���� ���	��� ����� ���	���
$�������� �� �������� ����� ���� �������'
�� �� ����	��
��# ��������	�#� �
 ������
���� �� �����$ 	 ���� ����� �������� ��	�
���������� ���	��	�
����$
���
�	 � �
��
������ ���	���
$���	
�� �� ���'�� ��������� ��� ������	�� ���	�������� ���#�
���	����� ��
��&	�� ����� ���� ��	������ ��
��&	�� 	���&	�������� !��	�����	���� ����� �� �
�
�
�	
 
�	�	����� ��
�
�	 Uj,k = exp(−iHj,k) ����������� ������ ��� ��� ��
���� ��	��
� ����
��$ ��� ����'
� ��� ������	�� ��� ��
��&	� ��� ����� ���	���	 j� 	 k�� ��#����� ��
 ����	

�
��������	� *�
��� ��� ����
��

 �����	
 ������ ��
��
�	�� � �����
 �
��
������� ���	���
$�
���	�� ���	 �� ���'
� ��� ��
����� �� �� ���
� � �������		 �
��	������ ����� ���#���	����
��
��&	� ��� ����$ ����$ ���	���� ����� ��� �����
�� ���	���
$���	� �� ���
� 	�
��� ����

����)

� �	�
$��
 ���
��
�	
 �� �����
�	� �� ����������$ ���
��� ��������# ���	��
�	$� � ���
��������� ���	���
$���	� ��� ��'�� ���
� ��������� ��
��&		 ����� ����� ��
��	 ��
��
���
���� ���	��� ��
��
� 	 ���	� �������� �� �����	� �� ��
�
�	 ���	��
�	� ���'	�
��� ������&	�
�������$ ����
�� �����	� ��� ���

����
�	� ��
���������	� Uj,k

���� ��	�
�	�� ��	�����$ �
��
����

� �����
 �
��� ��
���������	$ ��� ��� �
���
�
����	 ���	��	 � ���
��� ��
�
�	�
������
 �
�
�	������ �
���	�	���	 �����������	�	 �����$���	 ���&
����	 ����)�$ �������
��	� 
����� �
�
�� ������ �� ������ �
���� ���
� �
 ����� ��
�	���� ��� � �����
 ���� ����������
����	�
�� ��������$ �
�
��� ��
��
� ��
 ���	 �
 �����	%�	�
����� ��
�
�	 � ����������� �����
	� ��
�
�	 �����	�
����� ���	��
�	�� ��� ���	# �����
� ��'�� ��	�
�	�� ��
���
�� ���	%	�
��&	� ��)
�� ��	
���
�)�# %)!�# �()���� ���#�



�� ����� �� �����������
�� 	����� 
��
����� 
�	��������

�� ���
� ���
�)��� ��
���������	� ���� �� ��'��� 	� j# ���	��� � ���
��� ��
�
�	 �	��
jkδt ��� &
��# k � ��
 δt 
��� ����� ����$ ��
�
���$ ����
'����� ����� �� ��'
� ������	��
��������&	�� ��	������ ��)
 	 	����	���� �� �
'
���
����# %�����# ���	��� � ����
�� ����
�
'�

�� ������ δt � ���� �
��� ���� ���
��
�	
 � �	�
 �����'	�
�� ������� n2 �� �����
�	�
�� ���'������ ����������$ ���
�	 ��������# %���&	�������# �#
�� �
�
�� �������� ���������
��� � ����
�� ��
���������	$ Uj,k

��'�� ���
�)	�� ����
 ���#���	����
 ��
���������	
� ���
��	�
�� ����
������	��
�� ��� �
��	��
��� ��
��&	� ���� ��� �����$ ����$ ���	���� ����� j, k
%	��	������� 	 ���
� �������� 	��
���� 
������	� ∆E = E1−E2−E3 +E4

� ���	 ∆E
π /∈ Q �∆E

π
�


��&	��������� �� ���� ��� %	�	�
��	
 �����
��� ��)
$ �	��
��� ��	��
	
 �� %���� ����	�
��
�
�	��� &	����� ����� ���� �
����� 	��
�
��� ����� 	��
'��� ��&	���������	 ����� �����
����
�� ��'
� ��
���������� ��� �� 	���&	����
� �
� �����	�
�	� ��
����	� �� ��'
� ���

���	��
��
��&	� ����

CNOT =






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0






��� ��������$ ����$ ��	��
'�
	# ���	���� 	�������� ������ �������	����
 ��
���������	� 	
%	��	�������� ���#���	����� �	���������� ��
��&	� E

E =






exp (iE1) 0 0 0
0 exp (iE2) 0 0
0 0 exp (iE3) 0
0 0 0 exp (iE4)






��
���
	� �������� �� 
������	� ����
�����
������� ����&	$ %��� �
����� ���	�� �
�
�

A =

(
1 0
0 exp (i (E1 − E3))

)

,

������� ���	�� �
�
�

B =

(
exp (−iE1) 0

0 exp (−iE2)

)

,

	 ��
��&	� E �
�
� U

U = E (A
⊗

B) =






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 exp (i∆E)




 .

��� *�������� 	���&	���������� ∆E
π

��'�� ��������� ���

∀ε > 0∃m ∈ N∃n ∈ N : |∆En− π(2m+ 1)| < ε,

��
� ��	����$ ��������$ �������	 ε ��

����
� n = n(ε) ����$ ��� Un ��	��	'�
� ��
���������	

Π

Π =






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1








���� �����
�� ��
� �������$ ���������� ���� *�������� ������)
�	


(I
⊗

H)Π(I
⊗

H) = CNOT,

��
 I 
��� ��'�
���
���� ����	&�

I =

(
1 0
0 1

)

,

	 H � ��
��&	� �������

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

	�	� � ����	���$ %���
�

1√
2






1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1











1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1






1√
2






1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1




 =






1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0






���	�	�� ��� ���� ������
��� ��� ����
�����
�������

(I
⊗

H)
(

E (A
⊗

B)
)n

(I
⊗

H)

�������	���# ����&	$ 	 ��
��&		 ��

����� ����		��� ���
	 �	��	�
���
��������	� �	��
��� ������
�� 	� n ��	������# ����	&� ������� ��
��
� �
 �����
 %	�	���

��
�����'
�	
 � ���� ��� ��'
� 	# ���
'�� ����	����� ����� �������	
 ���$ �	��
�� ��	����
�
'	� !	���
����� ������������ � ���	��� ψ(r1, r2, . . . , rn) = ψj1(r1)ψj2(r2) . . . ψjn(rn) ��
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��������	���� ��� �	���&	�� ��	 ������$ ������ �������	� ψjs
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	� ��)
$ �	��
��� � ��������
 ψk

��� k ∈ {1, 2, . . . , J} � �
 	�
�
	
 �	�� js � ��������� ���	 ψ �
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����	 ��������
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 �������	$ ����$ ����	&�� �������	
 �	�� ����� ��'
�
���� ��
������
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 nk
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�� ��
���� ��
���� ���� ���
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����
��� j� ����	&� 	�

� ��	�
1/2 	 j� ����	&� 	�
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 ���	# �	������ �
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 ���'�� ���
��� �	���
��� ���� ������ 	�
�� � �	��� ��� ��	 ���	��
�		
�������
��# �
�	�	� � ����
�� Ψ� %���&		� ����	�
� ����'
�	$ �	�� ∫ 〈Ψ| H |Ψ〉dr̄ �����

�	����� ���'�� ����	������ ���	� ����	��� α∗

jαj = β∗
j βj = 1, [αjαk] = [βjβk] = [αj , βk] = 0 ��	

j 6= k � 	 αjαj = βjβj = 0 ��	 ����# j � ������
 ����'��� ����	���������� 	 ��	�&	� ����
��
����	� ��	 ����� ���	���		 ���	��
�	� � �������
�	�# ����� 	 ����� ����� ���	���
�����	�


�
����� ��	���'
�	� aj
����	&� � �������		 j�� ������ 	 
�� �����'
���$ ��
����� a+

j�������	
� ���
�
������ ��� aj |n1, . . . , nJ〉 = δ1,nj (−1)σj |n1, . . . , nj−1, nj − 1, nj+1, . . . , nJ 〉 ��
 σj =

n1 + . . . + nj
� 
�	 �������� 	��
�����	 �������&	�����	 ������)
�	��	 a+

j ak + aka
+
j = δj,k

�
ajak + akaj = a+

j a
+
k + a+

k a
+
j = 0 �
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�����'	�� ��� �����
 ���	���
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 � ��	���
 ������	��
� �
 ���

 ���# ����	&� �����
�����
 ���	���
$���	
 � ���������	���� �������
 ��'
� ���� �����'
�� � ����� ���� � 	 ���#
� ����	���# ���	���
$���	$ �	�� H = Hone + Htwo

� �����
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	�	 ���
�&	����	 V1(r)
	

V2(r, r
′)� (�'��$ 	� �	#��'
� ���� ��
������
� ��
�������	 ��'�
�	� 	 ��	���'
�	� � �	�


Hone =
∑

k,l

Hk,la
+
k al

� Htwo =
∑

k,l,m,n

Hk,l,m,na
+
l a

+
k aman

��


Hk,l = 〈ψk| Hone |ψl〉 =
∫
ψ∗

k(r)V1(r)ψl(r)dr,
Hk,l,m,n = 〈ψl, ψk |Htwo | ψmψn〉 =

∫
ψ∗

k(r)ψ∗
l (r′)V2(r, r

′)ψm(r)ψn(r′)drdr′.
����	�� 
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�&	��� ��
# ���	���
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��
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�� ��
��������	� �������� � !��	�����	���� �	�� H =

∑

iH
i
ext.f. +

∑

i,j(H
i,j
diag. + Hi,j

tun.)
� ��
 !��

�	����	��� ��
)�	# ���
$� �	����������� ���	���
$���	� 	 ����
�	�����	���
����������� �
�
��	��# ��
������� ��'�
�	� 	 ��	��'
�	� ���

Hi
ext.f. = αia

+
i ai, αi ∈ R,

Hi,j
diag. = βi,ja

+
i aia

+
j aj , βi,j ∈ R,

Hi,j
tun. = γi,ja

+
i aj + γ∗i,ja

+
j ai.
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�����	�� ��� F =
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�������	�# θ(|ξ1, ξ2 . . . ξn〉) = |ξ1〉1

⊗ |ξ2〉2
⊗
. . .
⊗ |ξn〉n ��
 ��
 ξj 
��� ���	 	 
�	�	&�� ����� θ

��������	��
� �
����������
 ����
����	
 �
'�� !	���
������	� 	 �������	� �������������	 ����
�	����� ���


������	����
 �������	
 � !	���
������ �����������
 �����
�����
� ���#���	������ ������
��	� � ������� ���'�
����
�		 � ���	���	 ���	� ����
�� � ��	� ���	��� �� ��	�	�� ��� ���
��
 ���'�
����
�	
 ���)
 �����
�����
� ��)	� &
���� �
� 
��
���
���
� *���� �
�
�� ��
 ������
��� ��
������
�	� ��	�����# ��
���������	$ � !	���
������ �����������
 � �
��	��# ��
�����
���� �
$�����
	# � �����������
 �	�
� ������
�	�� ��������	� ���	��� ��
����� H � ����
����
!	���
������ �����������
 �������	$ ������ ���	�� H � 
� 	�

� �	� H0 +H1

� ��


H0 =

(
d1 0
0 d2
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, H1 =

(
0 d
d̄ 0

)
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� �����������
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�� (−1)σ′

��
 σ′ =
j′−1∑

s+j
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 �	�
�
������
�	�� �������
��$ ������ ��
)�	� ���
� 	 ����
�	�����	
��

��� �������	� ��	��� � ��������� ���	
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��	# �������	�#� 	
�
�����	��
� ��
&	%	�
��	 ��������
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 �	'�	
 ����	&� ��
�
�	 �������
��# ���	��
�	$ ���������� ��� �������
��������� �
���#� �� ��	�
�
�	� ��������# ���	��
�	$
��'�� �'	���� �%%
���� � ��������� ������ ��� ������# ������ �� 
��� ���	# ������ ������
 ��	
�
)
�		 ����
���� ����)�� ����� ��
�����'��# �������	$ �������
��� �� �����#� ��'��$ ����
��$ ���������� �����
�	� ��
�������
� ���
�������
 	 �
���
 ���	��
�
�	
 	��������� ��� ���
���
��� ���� �� 	���
���� ��	����)�� ������ 	� 	��
����# ��������# ��������� ���� ���
����
�
 ������
� �
����
�����	 ��	��� ����# �����
� ���������� �����
�	��

� ���$ ����
 �� �������	� �	'�	
 �&
��	 ��������$ ���'����	 �
)
�	� ��� ���# �	��� ���
��� �
�
��� 	 	�
��&	����
 �����	���� ��� �����
�	� �	'�	# �&
��� � ��	# ������# 	��������
���� �
����� 	�
� ������# ���#��	� � �����
 ������� 	 ������� ���� ���'
 ��	�
�
�� � �����

���
��� ��	�
� ��
���
	
 �������
�	� ��� ���������� �������	���� (�'��
 �������	
 �������
���� �������
�� � n ���	���	 ����
��� �����$ χ =

∑

j

λjej , ‖χ‖ = 1 � 2n �
���� �	���
������

�����������
 � ��������	�������� ���	��� {ej} � ��
 λj

��� �����
����
 �	���� ������
��
 ���

��	�����	� ���	��
�	
 	�

� �	� χ0 −→ χ1 −→ . . . −→ χt
��
 ����	$ �
�
#�� χi −→ χi+1


���
��	�����
 ��
���������	
� ���	��


 �� ��������

��



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

��� ������ 	������	� ������� ��� ���������� ���	
���	�

��� ��������
�	� �	'�	# �&
��� ��� ��	��� ����	 �����
���� ��� ��'�� �
������� �
#�	�
��	#
�����	$ 	 ���$���� �����
	#�� ��	��	� 	��
�
�	� ������� �� �
������� ��������# ���	��
�	$�
��
�� �� ����
	� ��� �
��������� 	� ������ ����� ������
 	 ����� ��	�
������ � ��
���

�
�������%
�

�� ��������
� ���	���
 �������	
 �����$ e � 	��
����	� ����� �
������� �
$���	� ������� ��
���	���� �������		 e = | . . . , a, b, . . .〉 
��� �������	
 | . . . , a, φ(a) + b, . . .〉 ��
 a 	 b 
��� �
��� ���
������� 	 ���
�� �����
����
���� 	 + ������
� ���	����
 ���'
�	
 �� ������ �� ��� � ��	�����

��
���������	
� ��������
��
 �
�
� Quφ

� 
������	� ��� ����� a �
�
� q(e)�
��������
 �������	
 χ ����)	��
� ������ �	�	 ������
� 
��� �� ��
# �����# q(e) � �
�������	

�����

 ������� ������	� ����	�����	� ����'	� K = {0, 1, . . . ,K − 1} � ����� χ =
∑

j∈K
λjej

� ���	

���� ����� a ∈ {0, 1}n ��� ���������� �������	� χ �� ���
�
�	� 

δa(χ) =
∑

j: q(ej)=a

|λj |2.

��� � �
��������� ����� ��� �������	
 χ ������
� ������ �� ����
 a �� ��������	� ∑

a∈{0,1}n

δa(χ) =

1 �
(�'��
 ��������
 �������	
 χ 	���&	��
� �
��	�� �� ���'
���
 ��
# ��������� 
��	 ��� %����

&	$ f, g �	�� {0, 1}n −→ {0, 1}n ���
�
�	�� ��������	
 �
'�� �	�	 ���

δχ(f, g) =




∑

a: f(a) 6=g(a)

δa(χ)





1/2

.

�)""� � ����� Quf , Qug

����� ���������� ��
����
�������� �� ��������� 	���� ��� �����
�
���������� �������� f, g � χ � ��������� ��������
�� �����

‖Quf (χ) − Qug(χ)‖ ≤ 2δχ(f, g).

�#�����)�����#
����'	� L = {j ∈ K | f(q(ej)) 6= g(q(ej))} � *�

� ‖Quf (χ) − Qug(χ)‖ ≤ 2(

∑

j∈L
(|λj |)2)1/2 ≤

2δχ(f, g).
����� ���������

(�������
 ���	��
�	
 	�

� �	�

χ0 −→ χ1 −→ . . . −→ χt,

��
 ��'��$ )�� χi −→ χi+1

��� ���
����	&	� ���������� ��
���������	� 	 ��
���
	# ��	�����#

��
���������	$ Ui
� ���	��
	# ������ �� i  χi

Quf−→ χ′
i

Ui−→ χi+1
� �� ���
� ���������� Ui(Quf (χ))

�
�
� Vi,f (χ)� ����� χi+1 = Vi,f (χi), i = 0, 1, . . . , t − 1 � ��
�� t 
��� �	��� ��������# ��
�������
���	$ � ��������	��
��� ���	��
�		� �� ���'
�� ��� �	��� t 
��� ��
�
���� ���'����� �����
���	��
�	��

����� δa(χ) =
√

δa(χ)�



���� ����
�� 
��
�� ���

� ��� 
��
������ �������� ��

�)""� � ���� χ0 −→ χ1 −→ . . . −→ χt

��� ��	���
��
 � �������� ��� f � ������� g ����	�
�����

f
������ �� ����� ����
 a ∈ {0, 1}n � χ0 −→ χ′

1 −→ . . . −→ χ′
t


��� ��	���
��
 �� ��� 	
 ��
� ����� �������� ��� g � ��

‖χt − χ′
t‖ ≤ 2

t−1∑

i=0

δa(χi).

����
��
������
*����&	� �� t � 	��	� ��
��	�
�� "��� ��	�� ����� ��� Vt−1,g

��	�������
��� � 	 	�����	���$
�	���
��� �� 	�

�

‖χt − χ′
t‖ = ‖Vt−1,f (χt−1) − Vt−1,g(χ

′
t−1)‖ ≤

‖Vt−1,f (χt−1) − Vt−1,g(χt−1)‖ + ‖Vt−1,g(χt−1) − Vt−1,g(χ
′
t−1)‖ ≤

2δa(χt−1) + ‖χt−1 − χ′
t−1‖ = 2δa(χt−1) + 2

t−2∑

i=0

δa(χi) = 2
t−1∑

i=0

δa(χi).

����� ���������
� �����
$)
� �� ��
�������
�� ��� ��
 ���	��
�	� ����������� � %	���������$ �
�������

���� �)	��	 perr
� ��� ����	�� ��� 
��	 B 
��� ���'
���� ���
��� &
�
��# �������	$� �� �
�����

����� ∑
j∈B

|λj |2 �����	�� ���� 	� �	# � �
�������
 ������
�	� ���
����� �������	� 
��� χt =
∑

j

λjej

�
 �
��)
� �
� 1 − perr
�

��� �	����� �	���� ������ ��� ���������� ��������
������ ��$�
��� �����
��$ ��	��� �����
���� ���
����$ %���&		� ���	 ��� ������ ��� %���&		
φ : {0, 1}n −→ {0, 1} 	� ���������� )	������ ������ S � ��� ���
� �	'�
$ �&
���$ ��� ��
�
���$
���'����	 ���������� ��	��� 

 ����	 �����
����� �� ���
� ��
������� ����� ��)	 �����	���
�����	 ����	����$ ���
� �
 ������
���� ��� ��
# %���&	$ φ �� ������ ��� $���&	$ 	� �
��������
���'
���� G ⊆ S � ����� � ��� 
��� ��
 %	��	�������
 ��������� 

�� ����	������ ������	��� �
��������� �)	��	 ε > 0 ���� ���	��
�	$ � �������� ��� φ ∈ G��
	

�� �
��������� ��	�
�	����	 �����	��� card(G)/card(S) ��� ��� ��� ����� ���'�� ���� ����

����)

 p ��� �
�������� p : 0 < p ≤ 1 �

���	 S 
��� ���'
���� ��
# ���
���	# %���&	$� ��	���)�� �����'��� �	'��� �&
��� � �����
����� �����
� ����� ��� 	 � �����	�
����� ���
� O(1)� ��� ������� ��� �����
)	$ �����	�
��	$
�����	��� ����
���
	$ φ(0), φ(1), . . . , φ(k) ���� ����	����$ ���
� ��� %���&		� ��������$ � �
�
���������� p = 1 − 2−k �

����� S = Sb

��� ���'
���� ��
# ���
���	# %���&	$ � ����� b ������	 x� ���	�	 ��� φ(x) =

1 � ����� ���

 n, t(n), b(n) �
������ ���� ��� t = o(
√

N/b), n −→ ∞, N = 2n � ���	� ��������
��������$ �����	�� � ��
�
���$ ���'������ t(n) ���
� ��

���
��� �����

� �
� ����
�� ��
����'
�� ��� 
��	 �� ��	�
�	� ���� �����	�� � ��	��� ����	 �����
���� φ �� �� ���
� ������
�
����	����$ ���
� ��� ����)	����� %���&	$ φ�

�)#!)"� � ����� t(n) = o(
√

N/b(n)), n −→ ∞� � �
������� ��������� �������
� � ��������
��� φ � ��
�
���� ���	������ t(n) ��
� �
�
��� �����
��� φ(x) = 1

� ������������� �
���
�
� ������
� ε ��� �
��������� ������ �0 < ε < 1


 � ����� p(n)

��� �
��������� ����� 	��



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

���� �������� ���� �
���� ���
� ��� ������� φ� ���������� ���	���� �
 Sb
��� ����	���� ��


�����
�
�
��� �� ������
� ������
�����
 � ����� p(n) −→ 0 (n −→ ∞) �
�
���

�
�� ��	�
�	� 	�
� �������
������ �
��
�� � 	� ������ ���� � �
�������	 ���	%	��&	��	�

�	��	��
� n 	 ����'	� φ0(x) = 0 � ����� X0 −→ X1 −→ . . . −→ Xt

��� ���	��
�	
 �� ��������	�

��
��� ��������� �������
�
� 
��
�
�	� ����	&� aij = δj(Xi), i = 1, 2, . . . , t; j = 1, 2, . . . , N, ��

N = 2n � ����� �� 	�

� ∑

ij

aij ≤ t � ��� ��� ∀i ∑
j

aij ≤ 1 �

����� Tj

��� ���'
���� ��
# &
��# �	�
� τ ���	# ���∑

i

aiτ ≤ (j+1)t/N 
 ��	�
� T0 = ∅ ������

b̂j
��������
� ��
����� ���'
���� Lj = Tj \ Tj−1

� ����� ∑
j

b̂j(j+1)t
N ≤ t �

���
�
� ���	������� b �����# &
��# �	�
� 	� 1, 2, . . . , N � ��������
� ��� ���'
���� �
�
� D 	
����� bj ���
� �	���� �
# &
��# �	�
� ��
�	 �	#� ������
 ��	����
'�� ���'
���� Lj

� �
��� bj
���
� �����$��$ �
�	�	��$ � ���
���	�
��	� �'	���	
� Ebj = bb̂j/N

� �
�
�� 	��
�	� ����
�	�
φ0

�� D �� �� �� �����	� ����� %���&	� φ1
	 �����
����
��� ����
 ���	��
�	
 X ′

0 = X0 −→
X ′

1 −→ . . . −→ X ′
t

� �������� ��� φ1
������ �������	 �
'�� ���
����	 �������	��	 ξ = ‖Xt−X ′

t‖���
� ���	� ������� �


���
���$ �����$��$ �
�	�	��$� 
&
�	� 

 ���
���	�
���
 �'	���	
�
�)""� � ��� ������ ε > 0 P (ξ > ε) −→ 0


��� n −→ ∞ �
����
��
������
��� �������	��� ��
���


 �
���
������ �����
��	��
 ��� ����$ �����$��$ �
�	�	�� Eη2 ≥

E2η �
���	 i ��	�	��
� ��
 ����
�	� 1, 2, . . . , N 
 j ��	�	��
� ��
 ����������
 ����
�	�� �� 	�

� 

Eξ = 2E
∑

i

√∑

τ∈D

aiτ ≤ 2E
√

t
∑

j

bj(j + 1)t/N = t
√

b√
N

2E
√∑

j

bj(j + 1)/b ≤

o(1)
√

E
∑

j

bj(j + 1)/b ≤ o(1)
√

1
b

∑

j

bb̂j(j+1)
N = o(1) (n −→ ∞).

�
�
��� ��	�
��� �
���
����� �
��)
�� P (ξ ≥ ε) ≤ Eξ/ε �� �������
�� ��� 
��	 ε %	��	�������
�� P (ξ ≥ ε) ��'
� ���� ��
���� ���	������� ����� ��� ���������� �������� n � ����� � ���������

�
��
��� � �������
������ �
��
�� �� ��
�����'	�� ��� ��) �������
� ��
� ����	����$
���
� �� ��
# %���&	�# 	� G � �
���������� �)	��	 perr

� 	
� ���
�	 ��
����	 ��'�� ��	����
perr = 0.0016, N > 1000 � ���
�
� ���
����� %���&	� f ∈ G� ��	�	���
�� ����
�	
 � � b �����#�
����� ���
���
 �������	
 ���	��
�	� �� ��)
� �������
�
 � �������� f 	�

� �	� Xt =

∑

j

λjej
�

����� B = {j | f(ej) = 1}, ε0 =
∑

j /∈B

|λj |2. �� 	�

�

ε0 ≤ perr,
�����

��������� ���
���
 ������
�	
 Xt
���'�� ������ �
������� ej , j ∈ B � �
���������� �)	��	 perr

�
�	��	��
� ����� f 	 ����'	� cj = j/N, j = 0, 1, . . . ; Lj = {j ∈ B | cj ≤ |λj |2 < cj+1} � ζ0 =

∑

j

l̂jcj

��
 l̂j = card(Lj)
� �� 	�

�

|1 − ζ0| ≤ ε0 +
b

N
< 2perr (N −→ ∞). �����



���� ����
�� 
��
�� ���

� ��� 
��
������ �������� ��

�
�
�� ���
�
� ������ %���&	� f ′ ∈ Sb
�����$��� ����� B′ = {j | f ′(ej) = 1} � 
��
�
�	�

�����$��
 �
�	�	�� lj
� ������
	
 �� f ′  

lj = card {j | j ∈ Lj ∩B′}.

�� 	�

� Elj = bl̂j/N
� ��������� �
��������� ������ f ′ �����
�
�
�� ������
��� �� ��
��

Sb
� �����
&� ���
�
�	� ζ =

∑

j

ljcj
� ��� ��'
 ���
� �����$��$ �
�	�	��$� ���	��

$ �� f ′ � �


���
���	�
���
 �'	���	
 ���
�

Eζ =
∑

j

cjElj =
∑

j

cjbl̂j
N

= O(1)b/N = o(1) (N −→ ∞)

��	�� ���� ����� �
���
����� �
��)
�� P (ζ ≥ 0.9) ≤ 10
9 Eζ �����

P (ζ ≥ 0.9) −→ 0 (N −→ ∞). �����
�
�
�� ��
�����'	�� ��� card(G)/card(Sb) = ε0 = const�
����� X ′

t =
∑

j

λ′jej

��� ���
���
 �������	
 ���	��
�	� � �������� ��� ��������$ %���&		 f ′ �

���	 f ′ ∈ G ���
� � �
���������� ε0
� �� �� 	�

�

0 ≤
∑

j /∈B′

|λ′j |2 ≤ perr.
�����

� �����	�� ��� � �
���������� �

ξ2 −→ 0 (N −→ ∞). �����
�� 	�

�

ξ2 = ‖Xt −X ′
t‖2 =

∑

j∈B\B′
|λj − λ′j |2 +

∑

j∈B′\B

|λj − λ′j |2+
∑

j /∈B∪B′
|λj − λ′j |2 +

∑

j∈B∩B′
|λj − λ′j |2.

�����
����'	� ∑

j∈B′\B

|λ′j |2 = q′,
∑

j /∈B∪B′
|λ′j |2 = z′ �

∑

j∈B′\B

|λj |2 = q,
∑

j /∈B∪B′
|λj |2 = z,

∑

j∈B∩B′
|λj |2 = r,

∑

j∈B∩B′
|λ′j |2 = r′.

�
�
�� ��	�� ��� q ≤ ε0 ≤ perr
��� z ≤ perr

� �� ���
� 	����������� �
���
����� ‖a − b‖ ≥
|‖a‖ − ‖b‖| ��� ���# �
������ a, b � �	���
������ �����������
� *�������� ��� �
���
������ ��
�������
�� ��� �����$ ��
� � ��� �
 �
��)
 �
� δ = |√q′ − √

q|2 � ��
�	$ ��
� �
 �
��)
 �
�
|
√
z′ −√

z|2 � ����� N ���������� ����)�$� ��� ���

ξ2 < perr.
�����

����$ N ��

����
� �� ���� ����� �� 	�

� q′ < 4perr
� �
$���	�
����� � ����	���� �����
 q′ ≥

4perr
��	�� ��� �� �� 	�
�	 perr > δ ≥ (

√
q′−√

perr)
2 ≥ perr

��� 	 ��
� ����	���
�	
� ������	����
z′ < 4perr

� ���	� �������� ��	�����	�
��	� ��	 N −→ ∞ ���� 
��	�	����� � ∑

j /∈B

|λ′j |2 = q′ + z′ <



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

8perr
� ��
�����
����� � ���$ �
���������� ∑

j∈B

|λ′j |2 > 1 − 8perr
� ��	�	��� �� ��	���	
 ���� ��

������
�� ��� � �
���������� ε0
r′ > 1 − 9perr.

�����
*� ���
�
�
�	� Lj

��
��
�� ���

|ζ − r| < 1

N
. �����

� �����$ �������� ��� 	 ��� ���� |r−r′| = |√r−
√
r′|(√r+

√
r′) < 2

√
s ≤ 2

√
perr

� ��
 s � �
��
����
��
�
 ����� ���� �
�
�� ��� ��
� |ζ − r′| < 1

N + 2
√
perr

� 	 �� ��� ζ > 1 − 9perr − 2
√
perr − 1

N > 0.903
� �
���������� ε0

� ��� ����	���
�	� ���� �
��
�� � ���������

����� �	� ����� �	�	� ����� �������� ��	�����

������ 
��� 
��
���
���
 �����	� ��� ������# ��������$ �������
� �
 ��'
� �����	�� �����	�
�
��	$� ����� ω∗ ���#����
� ���'
���� ��
# ���� � ��%��	�
 ω � ��� ��#�����

$ ��	�� �����
%���&			 f : {0, 1}∗ −→ {0, 1}∗ ��� x ∈ {0, 1}n �
������� k 	�
�	�������# ��	�
�
�	$ f ���
�
�
��
��� ��
���

$ 	����&	
$ f{0}(x) = x, f{k+1}(x) = f(f{k}(x))� � �����
 ������ ��������� ���
�
������� ����� ���	��
�	� 

x −→ f(x) −→ f(f(x)) −→ . . . −→ f(. . . f
︸ ︷︷ ︸

T

(x) . . .) = f{T}(x) ������
�
 ��'
� ���� ��$�
� �� ��������� �������
�
 ��

���
�� �����

� �
� �� �����	�
����� 
��	
T = O(2n/7)�

� �
� ��'����� ���$ ���
�	 ��
����� �
	���� �
�� � ��
���

� �
%��������� ��	�&	�
�
���
���

� 	� �����	�
���$ �
��		 �����	�����

�!�'��% !)����������� ������ ����� �������� ������� ��	
� ���� �
������
�����
����
��� �������� � ����
 �
������
����
�

*� ����� ��

�� ��	�&	�� ��
��
�� ��� 
��	 ��� ��� �����	�
����� �����	���� �� 
�	����
����
���
� �����	�� �
������� 
�� �
$���	� �� �#����� ����
 x ��	�� n ����
��� ������ ����� �����
�	��� �� x� ��	 ���� � #��
 ���	��
�	� ��� �����	��� ��'
� ��	�
������ ������ ��� ��
���$
�
	��� ��������� � ��

� �����
 �� �
 ��'
� ���
)�� �������	�	������ 
�� �����
���� ������
���� �� ��
��
� ���
���������	���
�������� ���	��
�	�� ���	� �������� �� ��'
� ��	����� ���
�	�	���
 �����	�
���
 ���	��
�	
 	�

� �	� ���� ��
 ��#�����
�� ��	�� %���&	� f 	�������
���
��� ������� ��
�
���� ���'����� ����� ���	��
�	� 
��� T � ��������� �� �����	��	���	���$
���������� �
������� ������ ������ ��� ��	�
� � ������# �������� 	 ��������� �� ���	������
��# ��
�
� T � � 	�
���� � ��
	# ��	# ������# ���� �
���	�	�� ��������� ��� ����
 ��������

���	��
�	
 �
��%���&		 ������  Par (g) =

⊕

x
g(x) �� ����&		 g : {0, 1}n −→ {0, 1} ��
��
�

����� 2n−1 ����

�	$ � g ��������	�� �
��)
� �
� � �����	�
���� �����
��
� �����
 ��������� 	�����	�� ���	��
�	� �
��%���&	$ �	�� F : {g} −→ {0, 1} � ��
 {g}


��� ���'
���� %���&	$ �	�� g : {0, 1}n −→ {0, 1} � � ��������	� ���� ��������� ��� 
��	 T =
���� ��%$�����
����  " ���� 
� ����& ���
�%���� � ��%���# ��(���$ ����%� " ��� �!����� ���
�
�&�$ �

�������%&�� � �� ��������
��� � ��
��%�� �� ���& �������� ' ���
�%���� ��
��%
 �%$ ��������� ������� �%�
 ��!����
 � 
����
%� ������� "� ������� ��(���$)



���� ��
��� ������
���
��� 	����� ��

o(2n), n −→ ∞ � �� ������ 	��
���

 ����� ����� ���	# �
��%���&	$ ��'
� ���� ���	��
�� �
����� T ����

�	��	 � g �� ��������� �������
�
� ��	����
���$ �����'��$ ������ 	���
�
�	�
�	'�
$ ����	&� ��� 	�
�	��������� ��	�
�
�	� ��
����� �
	���	� �	'�
$ ����	&� ��� �
���
%���&	$ 
��� ���	��
�	
 ������� �����	�� ���	��
�	� Par (g) ��'
� ���� ��
������
� ���
	�
�	�������
 ��	�
�
�	
 ��
&	%	�
����� ��
����� �
	���� 	��������

�� g ��� �����������
��� ���'
���� ���	# ��
&	%	�
��	# ��
���# �
	�����	�� ������ 	�

� �
����������� �
��
���� ��
�	 ��
# �����'��# ��
���# �
	����� ��� ��� ��
 ���������
 ������ �����
 ��������	
�����'����� ����� ��� ��� ���������� ����)�$ ����	 �������� ��

����
� �������$ �����	���
�������
	$ 	# 	�
��&	��

��
�� �� ����'
�� ��� 
��	 T �
 ��	)��� �
�	��� �� ���'
���� ��
���# �
	����� ��
 	�
�	�
�������
 ��	�
�
�	
 T ��� �������
� ��������
 �����
�	
� 	�

� �
����������� �
�� �����

�)#!)"� � ���� T = O(2
n

7+ε ), ε > 0� �� ��� �	
����� ������f � ���������� ���	����� � �
����������� � ����
 ��������
 ��	���
��
 T 
�� ��
����� ��
��
� T
�����
��� �

f �

� ��� ������ 	��
���
��&	� �
��
�� �� ����
 ����� ��	�� n ��'�� ��������	���� ��� ���
�����	
 ���
���$ �����	�
���$ �	��
��� ����� %���&	� f � ��#�����
�� ��	��� ���
� �
�������
�������� ���
�
���
	� �����&	� ��� ����$ �	��
�� �� ��
�
�	� ���	 ���� �
�����
 ��������

�������	
 ���$ �	��
��� �����
������


 ����� x� �� ���
���
 �������	
 �����&		 ���
� �����
�
��������� 	������� ����� f{T}(x)� ���	 ��� ������ ������ f �
������$ ��������$ �������
�
��#��	� 	�����
 ����� �����

� �
� �� ��
�� T � ��� ������
�� ��� � ���	� �������
��� �� ���
'
� ������ ���
���
 �������	
 ��)
$ �	��
�� ��	 �������$ �����&		 �����

� �
� ��� �����&	�
������	���� � ���� �����
 �� ���'
�� ��� �����$ ��������$ �������
� ��
��������
� ������
&	� �����	�
���$ �	��
��� �
��
�� � ���
�'��
�� ��� ��
� ����
 ��	)��� ��	���#� �����&		
�����	�
��	# �	��
� �
 ��
������
�� �� ��������� �������
�
�

��� ���	��������� �	��� T 	�
��&	$ �����
��	�� ���

 ������ �	'��� �&
��� ��� ����������
���
�	�����	�� ��������	��
��� ��
���

$ �
��
��$�

�)#!)"� � ��� �	
����� ������f � ���������� ����
������� � �
���������� � ����
 ��������

��	���
��
 T ��
����� f ��
��
� Ω(

√
T )

�����
��� �
f �

��� �
���� ��������
����� ������
��� ����	�� ���
�	 ��
���# �
	������� ��'�� �
������
 �����	� �
��		 �
��������
$� ���	
���� ���'
���� N � �� ���'
�� ��� �
������
 ���'
���� § ⊆ 2N 
�� ������'
��� 
��� σ����
���
����
���� �� N 
��	 ∅,N ∈ § 	 § �������� �����	�
���� ��
��&	$ ���	���	� A \ B 	 ��
���#
����
���#� ���
�	�
�	$ 	 �
�
�
�
�	$ ∞⋃

i=0

Ai,
∞⋂

i=0

Ai
� ��
�
��� § ���������� �����	��	�

�
����������� �
�� �� § 
��� ����� �


���
���� %���&	� �� ����	�# P : § −→ [0, 1] ��� P (∅) =
0, P (N ) = 1, 	 ��� ������� ��	��� {Ai} ���	��� �
����
����# �����	$ ������
�� ��
���
��
���	��� ���	�	�����	�

P

( ∞⋃

i=0

Ai

)

=

∞∑

i=0

P (Ai).



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

�	�	������� σ����
���� ���
�'�
�� ������ ���
��� S ⊆ 2N ��������
��� �
�
� §(S)� ���	
�
����������� �
�� �� ���
��
 S ��'
� ���� ���)	�
�� �� �
����������$ �
�� �� §(S)� �� ���
�
���������� 

 ��$ '
 �����$ P �

����� Mn
��������
� ���'
���� ��
# ������'
�	$ g : {0, 1}n −→ {0, 1}n � ����� card(Mn) = vn.�� 	�

� vn = 2n2n ������ F ���
� ���'
����� ��
# ��������� ��
�
�� F ���
� ��#�����

$ ��	�

�� %���&	
$ f : {0, 1}∗ −→ {0, 1}∗ � ������� ��'�� ��������	���� ��� ��	��� g1, g2, . . .
%���&	$

gi ∈ Mi
� �� ������ ���
�
�	�� �
����������� �
��� ������
��� �����
�
�
���� �� ���'
���


��
# ��������� ��� ������� %	��	��������� gi ∈ Mi i = 1, 2, . . . , n ����'	� A(g1, g2, . . . , gn) =
{f | f = (g1, g2, . . . , gn, . . .)} 	 ���
�
�	� P (A(g1, . . . , gn)) = (v1v2 . . . vn)−1 � ����� ���	��� ���	�	��
����	 ���
� ������
�� ��� ���)	�
�	� P �� �	�	������� ���
��� S � ���
�'�
�� ��
A(g1, . . . , gn)
��� ��
# n 	 g1, g2, . . . , gn

� 	 ��
�����
����� �� �
����������$ �
�� �� §(S).
��������� �
����������� �
�� �� �������#� �����
�
�
���� ������
���� 
��� �
�����������

�
�� P �� σ����
��
 § = §(S)�
�!�")! ����� ���� n 	 ��� ����� x, y ∈ {0, 1}n. ����� �
��������� ����� ��� f(x) = y � 
���

P (Bxy)� ��
 Bxy = {f | f(x) = y}. ��� �
���������� ����� 2−n �

��� �����	$ A,B ∈ §, P (B) 6= 0 �������� �
��������� ���
�
��
��� ��� P (A | B) = P (A ∩
B)/P (B)������� ������ �����	$ ��� A 
��� ����
 ���'
���� F1, F2, . . . , Fm

�����	$ � �
���
���	
�
����������	� ��� Fi ∩ Fj = ∅ ��� i 6= j 	 A ∈

m⋃

i=1

Fi
� � ���� �����
 P (A) =

m∑

i=1

P (A | Fi)P (Fi)
�

%������ �����$ �
���������	��

��� ����������
�� ���������� �
�����	� ��� �����	�
���
������	� ���	
���	�

����
��
������ �
��
�� �

����� t(n), T (n) 
��� &
���	��
���
 %���&		� T = O(2
n

7+ε ), ε > 0 � C 
��� ��������$ �������
�
�� 
������	� �
�
� S(C, n, t, T ) ���'
���� ���	# %���&	$ f ∈ Mn

� ��� C ���	���
� f{T}(0̄)�
	�������� �
 ����)
 �
� t ����

�	$ � f � ��
 0̄ 
��� ������ ������


 	� ���
$�

�)""� � ��� ������ ���������� �������
��C � ε > 0
���
����
� ����� ���
� n 	��

P (S(C, n, T−
1, T )) < ε �

����
��
������ �
��� �

��� �������
�������
�� � ��� ��'�� �
������� �
#�	�
��	# ��
���'
�	$�����'	�α = 5+ ε
2

�
�	��	��
� ���
� n �

�� �
$��� ���
�
�	� ��	��� �	�� ζi = 〈ξi, fi, Ti, xi〉� ��
 ξi 
��� �������	
 	� H1
� |ξi| = 1 � fi ∈Mn

�
xi ∈ Ti ⊆ {0, 1}n � � ����
�� ��
���

$ 	����&		 �� i �
�%!) )�)'�)
	��	� i = 0 � ����� ξ0 = χ0

� � f0 ∈Mn
������ �����$��� x0 = 0̄ � T0 = {0, 1}n �

"��� ����'	�
ξi+1 = Vi,fi(ξi),
Ti+1 = Ti ∩Ri, Ri = {a | δa(ξi+1) <

1
T α },



���� 
����	��
����
��
������ ��
���
�����������
����
����
�� �������
���

�� ���
�
�	� xi+1
��� ���	������� ��������$ ��
�
�� 	� Ti+1

� 	 ����'	�

fi+1 =

{
fi(x),

�� x 6= xi,
xi+1,

�� x = xi.

��	��� �	�� ζi ���
�
�
� �
����������� 	 �� �������	� ���'
���� ��
# ���	# ��	���� ζi �
�
�
Di, i = 1, 2, . . .� ����� Ni


��� ���'
���� ���	# %���&	$ fi ∈ Mn
� ��� ��

������ ξi, Ti, xi

� ���	

��� 〈ξi, fi, Ti, xi〉 ∈ Di

�

�!) �#�)'�) � ���� i ≤ T � n −→ ∞� ��

P (Ni) = 1 −O

(
Tα+1i

2n

)

.

����
��
������ ��
���	
��� �
*����&	� �� i � 	��	� ���
��
� 	� ���
�
�
�	� ζ0

� "��� ���	 ����� �
������$ ��	��� ζi =
〈ξi, fi, Ti, xi〉� � �
�
#��
 � ζi+1


�	����
���$ ���	�������$ ����� � ��� ����� xi+1
� ���� ����� ���

'
� ���� ��
��� ����
���� � �
���������� 2n−T α+1

2n
� ��� ��� card(Ti) > 2n−Tαi ≥ 2n−Tα+1 � ����	��

��	�� 	�����	����� ��
�����'
�	� �
�����	���
�� �
��������� ���
� (1 −O
(

T α+1i
2n

))(

1 − T α+1

2n

)

=
(

1 −O
(

T α+1(i+1)
2n

)) � �
�����$ ���������$� ��
���'
�	
 � ���������
�
��
��� � �������
������ �
��� �� ����� � �����
$)
� t = T − 1 � ���	 ���� ��	��	 ζi

� ��
��
�
� ��
���
	
 �������
�	� Vi = Vi,ft , V

∗
i = Vi,fi

� ����� ��	�����$ ��
����� V i ���
�
��
���
��
���

$ 	����&	
$ V 0(x) = V0(x), V

i(x) = Vi(V
i−1(x))� 	 ��	�����$ ���
����� Ṽi

���
�
��
���
��� Ṽ0 = V ∗

0 , Ṽi(x) = V ∗
i (Ṽi−1(x))

� ����� ξi+1 = Ṽi(ξ0)
�

����� ξ′0 = ξ0, ξ
′
i+1 = V i(ξ0), ∂i = |ξi − ξ′i|, ∆i = |V ∗

i (ξi) − Vi(ξi)| � *� ���
�
�
�	� ��
��
�� ���
fi

���	��
��� �� ft
����
 ����)

 �� ���'
���
 Xi = {xi, xi+1, . . . , xt−1} � ��
 ∀a ∈ Xi δa(ξi) <

1
T α

�
��
�����
����� ��	�
��� �
��� �� �� �����	�

∆i ≤
2t1/2

Tα/2
. ������

�!) �#�)'�) � ∂i ≤
∑

k<i

∆k.

����
��
������
*����&	� �� i � 	��	� ���
��
� 	� ���
�
�
�	$� "���

∂i+1 = |Ṽi(ξ0) − V i(ξ0)| = |V ∗
i (Ṽi−1(ξ0)) − Vi(V

i−1(ξ0))| ≤
≤ |V ∗

i (ξi) − Vi(ξi)| + |Vi(ξi) − Vi(ξ
′
i)| = ∆i + ∂i.

��	�
��� 	�����	���
 ��
�����'
�	
� �� ���
�)�
� �������
�������
���	� �������� ��	�� ��� ��
���'
�	
 � ��
�

∀i = 1, . . . , t ∂i ≤
2it1/2

Tα/2
. ������



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

*� ���
�
�
�	� %���&	$ fi
��
��
�� ��� ∀i ≤ t δxt(ξi) <

1
T α .

��	�	��� �� ��	���	
 �
���
�����
����� �� �� �������
�� ��� ��� x = xt

δx(ξi − ξ′i) ≤ 2it1/2

T α/2 , δx(ξi) <
1

T α/2 , δx(ξ′i) ≤ δx(ξi − ξ′i) + δx(ξi).��
�����
����� �� 	�

�

δx(ξ′i) ≤
3t3/2

Tα/2
. ������

�
�
�� ��������	� �
������$ ������ ft+1 = fT
� ���	 ξ0 −→ ξ′′1 −→ . . . −→ ξ′′t


��� ���	��
�	

f
{T}
t+1 (0̄) �� ��)
� �� � �������� ��� ft+1

� �� ����� � 	 �
���
����� ������ ����

|ξ′t − ξ′′t | < 2
∑

i≤t

δx(ξ′i) ≤
6t5/2

Tα/2
< γ(n)

��� α = 5+ ε
2

� ��
 γ(n) ��'
� ���� ��
���� ���	������� ����� ��� ���#���
	# n � ����	�� ������
�
�	� �������	$ ξ′t

	 ξ′′t
���� ��	������
 �
�������� � ��	��	�	 �
����������	� ����� 
��	 ��)

�������
� ���	���
� f{T}
t+1 (0̄) = a � �� ����	���� ���	���# �������	$ � ξ′t ���'�� ���&
���	���

������ �� ������ ����� 
�	����
���� ���	���� �������		� �����
������

� a �
����� P (��� | ft)


��� �
��������� ������ ������� �	�� fT
������� ��� f{T}

T (0̄) 6= f
{T}
T−1(0̄)

��
�
ft

� ��	�� ���
�
�
�	� ���	��
�	� ��� 
��� �
��������� ����� ��� � ��������� ft
��) �������
�

�
 ���	���
� f{T}
T (0̄) ����	����� �� 	�

� P (��� | ft) = 2n−T α+1

2n −→ 1 (n −→ ∞) ��� �������
������ ft

� ��������� 
��� �
 �
�

 2n − Tα+1 ���#���
	# �������� ������ xt+1
� ���

� ����� p̃


��� �
��������� ������� ������ fT
� ����$ ��� ��) �������
� �
 ���	���
� f{T}

T (0̄) ����	�����
�� %�����
 �����$ �
��������	 	 ��
���'
�	� � �� 	�

�

p̃ =
∑

ft

P (��� | ft)p(ft) =
2n − Tα+1

2n

(

1 −O

(
Tα+2

2n

))

−→ 1 (n −→ ∞).

�����
&� �
��������� pnot
������ ������� f � ��� ��� f{T}(0̄) �
 ���	���
��� �� ��)
� �������

�
�
� ���
� ����� pnot ≥ p̃� 	 pnot −→ 1 (n −→ ∞)�
����� � ���������
�
�
�� �
��
��� � �������
������ �
��
�� �� ����� C1, C2, . . . � ��
 ��������
 �������
��

� ��������� �����
 � �
������� %	��	�������� ������
� R(C, n, t, T ) ��������
� ���'
���� ��
#
%���&	$ gn ∈ Mn

� ���	# ��� C �
 ���	���
� g
{T}
n (0̄)� 	�������� �
 ���

 �
� t ����

�	$ �

gn
� �����
� ���	������� ε > 0 � ��	�
��� �
��� �� ��$�
� ��� ������ i = 1, 2, . . . ����$ ���
�

ni
� ��� P (R(Ci, ni, T − 1, T )) > 1 − ε2−i � ���

� 
��	 N ��������
� ���'
���� ��������� ��
 T

	�
�	�������
 ��	�
�
�	
 �
 �������
� ���������� �����
�	�� �� 	�

� ∞⋂

i=1

R(Ci, ni, T−1, T ) ⊆ N �

��� ������	�
������ ���'
���� N̄ ⊆
∞⋃

i=1

S(Ci, ni, T − 1, T )� �� ���	��
 ���	�	�����	 P (N̄ ) ≤
∞∑

i=1

P (S(Ci, ni, T − 1, T )) =
∞∑

i=1

ε2−i = ε � �
��
�� � ���������

��	 �	���� ������ ��� ���������� �����	�����	� � �����

�����

����
��
������ �
��
�� �



���� 
��
�� ���

� ��� 
��
������	���������
�� � ����	 ������ ��
(�� 	 � ��
����

� �������%
� ���
� ���������� �������� ����� �
���

�)""� � ��� ������ ���������� �������
��C � ε > 0 � ������� t(n), T (n) : t2 = o(T ) (n −→ ∞)���
����
� ���
� n� ����� 	��
P (S(C, n, t, T )) < ε �

����
��
������
� ��)	# �������
�	�# ��� ���������� �����$�� ������� f 	 ���
�� n ����'	� fk = f{k}(0̄)�

k = 0, 1, . . . , T � 
��
�
�	� ����	&� (aij)
��
���
	� ������� aij = δfj(χi), i = 0, 1, . . . , t; j =

0, 1, . . . , T.

����� �� 	�

� ��� ������� i = 0, . . . , t
T∑

j=0

aij ≤ 1 � ��
�����
����� t ≥
t∑

i=0

T∑

j=0

aij =
T∑

j=0

t∑

i=0

aij
�

��%	��	��
� �
������
 q > 0 � ��

����
� �� ���$�
$ �
�
 T (1 − 1/q) ���	# τ ∈ {0, 1, . . . , T} � ���
t∑

i=0

aiτ ≤ qt
T

� ���
�
� ���� 	� ���	# τ �
*��
�	� ���	������� ����
�	
 f ������ �� ����� ����
 f τ � �� �����	� ����� %���&	� g �

��
 g{T}(0̄) 6= f{T}(0̄) � �
���������� pn −→ 1 (n −→ ∞)� ����� χ0 −→ χ′
1 −→ . . . −→ χ′

t

���

���	��
�	
 �� �� � �������� ��� g � ����� ��� ������ ������ g � �
���������� pn
�� ���
� 	�
��

|χt − χ′
t| ≥ 1/4 � 
��	 f ∈ S(C, n, t, T )�

� �����$ �������� ����� � ��
� |χt − χ′
t| ≤ 2

t∑

i=0

√
aiτ ≤ 2

√

t
∑
aiτ ≤ 2t

√
q/T 1/2 < γ(n) −→

0 (n −→ ∞)� ��
�� q ��'
� ���� ����� ������ ����)	�� ����� �� ���
��
�
�	� ���	��
�	� �
�
���������� p̃n −→ 1 (n −→ ∞) g{T}(0̄) �
 ���	���
��� �� ������ ��������� �������
�
�
����� � ��������� �
��
�� � ���
��
� 	� �
��� � ����� ��� '
� ��� �
��
�� � 	� �
��� ��
�
��
�� � ���������

����� ��	�
��
 ������ ��
��� ��	������ �	�������
*���� �� ��������	�	�� � �
�������	 �	'�	�	 �&
����	 �� ��
�� ������ ��������# �����	��
���� ������
 ���������� ��	�&	�	�����
 ����	&� �����'����
$ ��������# ���	��
�	$ ��'
 �
�����
 	# ���
)��$ �
��	��&		� *���'
���
 ��
�� �
�������� ��
��������� ������ ����� �����
	��
����# �	'�	# �&
��� ��������$ ���'����	� 	 	��
�
���
	
�� �	���
�	 ����� ��$�	 &
���
�
�	� �
���������� ���	�� �'
 ���&	�	�������#� � ��
�������� ��#	�
 ���
 ��������������� ����
�
� ������
�� *� ��	�
�
���# �	'�	# �&
��� ���
���� ��� ��'��# ������� �
���$ �����	� �
���� ��� �
����
��� �������� � ����
�� ���������� �������
�� ���
�)	�� ����� �� 
��� �
)	��
���	�������� �
�
������ �����
�� �� ���	���	�����
 ��
��� �����$ ����� �����	� � ���� ���
�
����
��� �������� 	����
��	 �
�	$ ��	�
�������$ ������ ���������� �����
�	� ��� �����	�
�
��	# �����	����� 
�� ��	# ������ ���
�� �
 ��	�	������ 	 ����	 ������������ )	���	�	 ������	
������$ ��

���
�����	 �����	�
���� �
������ ��� �	�	�� ��� ��������
 �����
�	
 �����	�
��	#
���	��
�	$ ��
�������
� ����$ ��
�� �
��	$ %
���
�� ���
�� ���� ���	��
�
�	
 	��������� ���
��� ����	$ ����$ �����$ ���������� �����
�	� ������
� ����)�$ 	��
�
�� � �����$ ������� ��
������ �	���
�� ������	��� �� ���$�� 
��	 �� ��������$ �������
� ����� �
�
������ ����)�


��� ��� ��� � �%�������� 
����� ��$�%$#��$ ��
�&�� 
����" �����"� �"�
#��$ ���%
�& ��� ��� ���%
�& �����' �!��) � ������������ �
�"�
#�& �
 ������"� �
���"� � �
�&(� �� %���%�$ �
�����& � ��� ��������"� �(���� �
�����
�& �� ��� 
����
 ���� �
���� �� �����&  
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�
# ��������#�� �$ �
�$�&�$ ��� � �
������ ���
!����$)



������� �� ����	�
��
�����
�	������ 
�	���� ������� ����
�	������

�����
�	
� �� 


 ��� ��
�� )	������ ������ ������ �� ���� �
��	��
����� ����� �����$���� ����
�� ����	�
������	'�	
 �&
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�
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� ����$� �����

����� ���&
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�	� ������
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